Lecon 09 — Correction des ""Exercez-vous''

Exercez-vous 3
Montrer que I'ensemble F des fonctions de IR dans IR peut €tre muni d'une structure d'espace
vectoriel sur IR.

Solution
Considérons I’ensemble F des fonctions de IR dans IR muni de 1’addition comme loi interne
et la multiplication comme loi externe.
On remarque que la fonction nulle est un élément de F c’est la fonction qui a tout x on lui
associe 0
Pour toute f fonction de IR dans IR on a :
f (x)+0=0+f(x)=f(x) pour tout réel x d’ou
f +0=0+f=f
La fonction nulle est I’élément neutre de F

Soit f et g deux fonctions de IR dans IR on a
f(x)+g(x)=g(x)+f(x) pour tout réel x d’ou
f+g=g+f donc la loi est commutative

Soit f, g et h trois fonctions de IR dans IR on a :
f(x)+(g(x)+h(x))=(f(x)+g(x))+h(x)=f(x)+g(x)+h(x) pour tout réel x d’ou :
f+(g+h)=(f+g)+h=f+g+h la loi est associative

Si f est une fonction de IR dans IR (-f) est aussi une fonction de IR dans IR et on a :
f(x)+(-f(x))=(-f(x))+f(x)=0 donc tout élément de F admet un opposé

On peut aussi définir sur F une loi de composition externe, produit par un réel,
Pour tous réels A et W, pour toute fonction de F
(A + w).f(x) = Af(x) + W.f(x) pour tout réel x d’out
A+ w.f=Af+pnf
Pour toutes fonctions f et g de F, pour tout réel A :
A.(f(x) + g(x)) = Af(x) + A.g(x) pour tout réel x d’our :
Af+g)=Af+Ag
Pour tous réels A et |, pour toute fonction de F:
A.(U.f(x)) = (A).f(x) pour tout réel x d’ou :
A () = ().
Pour toute fonction de F, la fonction qui a tous réels x on lui associé 1 c'est-a-dire la fonction
constante égal a 1 est élément de F qu’on note par j(x)=1 pour tout réel x :
JX)f(x)=f(x).j(x)=1.f(x) d’ou j.f=f
D’ou (F , +, .) est un espace vectoriel.



