Lecon 06 - Exercices

Rappel du cours : pour u voisin de 0
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£désigne une fonction qui tend vers 0 en 0.

Exercice 1. Soit f(x) = In(2x + 3) pour x > -1.

1) Donner une majoration de f’(x) et en déduire une majoration dre In(2x + 3) par un
polyndme de degré 1 sur [-1 ; +oo[.

2) Donner alors une majoration de In3.

Exercice 2. Soit f(x) =1/3x + 4 pour x = 0.
1) Montrer que pour tout x et y positifs :

3
1fx) — f(y)l <5 hx =yl
2) Montrer que pour tout x > 0,

3
If(x) — 4l < 4 Ix —4l.

Exercice 3. Soit f(x) = exp(—x2 + 3x) + x sur [0 ; 3]. Montrer que le théoréme des
accroissements finis s’applique et déterminer ¢ graphiquement puis par le calcul.
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Exercice 4. Soient g.x%;zexp(x)etf .x%zexp(x)+2x.

1) Montrer que g est une bijection de [1 ; +oo[ dans un intervalle I que 1’on déterminera.

2) Montrer que pour tous x et y de [1 ; 4oo[ :

If(x) — f(y)l < % Ix — yl.

Exercice 5. Déterminer les D.L. au voisinage de 0 et a I’ordre 4 des fonctions suivantes :

Df:x—4/1- ' (on montrera que 1'on peut poser u = -x* et utiliser le rappel du cours cité
au début de ces énoncés)




1 1
)f:x—> ln(z + x) (‘on pourra mettre 5 en facteur, montrer que 1'on peut poser u = 2x et

utiliser le rappel du cours cité au début de ces énoncés)

Hf:x—> exp(x2 + x + 1) (on montrera que 1'on peut poser u = x>+ x + 1 et utiliser le rappel
du cours cité au début de ces énoncés)

4) f: x = 2! (on pourra écrire 2**' sous la forme d'une exponentielle, montrer que I'on peut
poser u = xIn2 et utiliser le rappel du cours cité au début de ces énoncés)

Exercice 6. Donner un D.L. a I’ordre 2 et au voisinage de 0 de x — In(1 + €%).

Exercice 7
1) Donner le D.L. a I’ordre 2 et au voisinagede 1 deg: x —> 1 + (x — 1)ex'1.

2) Donner un D.L. a I’ordre 2 et au voisinage de 1 de f: x — In(1 + (x—l)ex'l).
f(x)

3) Soit h la fonction définie par h(x) = -1 et h(1) = 1. Montrer que h est continue et
dérivable en 1.
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Exercice 8. Calculer a I’aide d’un D.L. adequat, lim ——2 —

x—0 X
Exercice 9.
1) Déterminer le D.L. a I’ordre 2 et au vosinage de 1 de x — xInx.
... xInx

2) En déduire lim 27

x—1

Exercice 10. Soit f: x — e*\/x*- 1.

f
1) Déterminer un D.L. d’ordre 3 de % au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote oblique quand X — +oo.
3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.
4) Faire de méme pour x — -co , sans recommencer tous les calculs.

3
Exercice 11. Soitf: x — \/4x3 - 12x pour x > 3.
f
1) Déterminer un D.L. d’ordre 2 de —(;) au voisinage de +oco.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote oblique quand X — +oo.
3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.
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Exercice 12. Soit f : x = (x - 2)exp( 5 ).

f
1) Déterminer un D.L. d’ordre 2 de % au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote oblique quand X — +co.
3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.

Exercice 13." Soit I’expression f(x,y) = xIny — (y =1)Inx —y + 1.
Etudier le signe de f(x,y) pour x et y voisins de 1.




Indications

Exercice 11 : On remarquera que
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A4x’ - 12x =1\ [4x°(1 - )= 4% /1 3= \/Z x(1 _?)1/3.



