Lecon 06 — Correction des exercices

Exercice 1. Soit f(x) = In(2x + 3) pour x > -1.

1) Donner une majoration de f’(x) et en déduire une majoration dre In(2x + 3) par un
polyndme de degré 1 sur [-1 ; +oo[.

2) Donner alors une majoration de In3.

Solution

2
1) f et définie et dérivable sur [-1 ; +oo] et '(X) = x+3°

Sur [-1 ;40o[,2x +321,0< <letO0<f(x)<2.

2x +3 ~
D’apres la premiere conséquence du cours,

Pour tout xe [-1 ; +oo[ 0 < f(x) — f(-1) £ 2(x + 1) et puisque f(-1) =0
0<f(x)<2x+2.

2) Pour x = 0, la derniere inégalité donne : In3 < 2.

Exercice 2. Soit f(x) =1/3x + 4 pour x > 0.
1) Montrer que pour tout x et y positifs :

3
If(x) — f(y)l < 1 Ix —yl
2) Montrer que pour tout x > 0,

3
If(x) — 4l < 4 Ix —4l.

Solution

3
1) f est définie et dérivabl O;40[etf'X)=""T7— .
) f est définie et dérivable sur [0 ; +oo[ et f*(X) > \m

1 1 3
Sixe[0; 4] ,3x+424 ,A/3x+4 =22, <Fet0<Px)<7.
\3x+4 "2 4

D’apres la deuxieme conséquence du cours, on en déduit que pour tous x et y strictement
positifs, If(x) — f(y)l < 1 Ix — yl. On remarque que I’inégalité reste vraie si x ou y ou les deux

sont nuls.

2) En remarquant que f(4) = 4 et en utilisant la derni¢re inégalité a x = 4, on obtient

3
If(x) -4l < 4 Ix —4l.



Exercice 3. Soit f(x) = exp(—x2 + 3x) + x sur [0 ; 3]. Montrer que le théoréme des
accroissements finis s’applique et déterminer ¢ graphiquement puis par le calcul.

Solution

f est définie, continue et dérivable sur [0 ; 3] et " (x) = (-2x + 3) exp(—x2 +3x)+ 1. En
appliquant le théoréme des accroissement finis on obtient :

Graphiquement : 1l existe un point C(c ; f(c)) de C(f) situé entre A (0 ; 1) et B(3;4), ou la
tangente a C(f) est parallele a (AB).

C

-

Graphiquement on litc = 1.5
Par le calcul : f(3) — f(0) =(c)(3 - 0). Or f(0) = 1 et f(3) = 4. ¢ vérifie donc
(-2c +3) exp(—c2 +3c)+ 1=1,soit (-2¢ + 3) exp(—c2 + 3c) =0 et (-2¢ + 3) = 0 puisqu’une

) 3 ) . )
exponentielle est non nulle, donc ¢ = 5 »cequi confirme la lecture sur le dessin.

A L oot £ x o Loxnh 4 4
Exercice 4. Soient g.x%;zexp(x)etf .x%zexp(x)+2x.

1) Montrer que g est une bijection de [1 ; +oo[ dans un intervalle I que 1’on déterminera.

2) Montrer que pour tous x et y de [1 ; 4oo[ :

If(x) — f(y)l < % Ix — yl.

Solution

1 1
1) Sigx)= 2 ', g est définie et dérivable sur [1 ;+ oof et g’(x) = 3 el*. & e™ Sur [l :+

oof, g’(x) < 0 et g est une bijection décroissante de [1 ;+ oo dans I=]0 ; e ] (en effet f(1) =e et
1
lim g(x) =0 puisque lim ~ = lim =2 =0et lime"™=1).
X—>+o0 X—>+o0 X—>+o0 X—>+o0

1 1 1 1
2) f est définie et dérivable sur [1 ;+ oo et f'(x) = - 5.2 e + 5 =-380)+7.



o

1 1- 1
Or sur [1 ;4 oo 0 < g(x) <e, donc —5 5g(x)<0et T <f’(x)<— .

1-e e-1 . . . PR
Or 5 = -0.86, donc If(x)l < 5 eten appliquant la deuxieme conséquence du théoreme
des accroissements finis,

If(x) — f(y)l < % I — yl.

Exercice 5. Déterminer les D.L. au voisinage de 0 et a I’ordre 4 des fonctions suivantes :
1

Df:x >A1-x 2)f:x = InG; +x) 3)f:x > exp(x>+x + 1)

4)f:x — 2!

Solution

1) Posons u = -x°. Si x est voisin de 0 u aussi et on a d’apres le cours

1 1
(1I+ u)l/ =1+ S u-g v’ +u? €(u) avec lime(u) = 0. En remplacant u par —x2, on obtient :

u—0
2 1,1,
1-x =1—§x -3 +x* &(x) avec lime(x) = 0.
x—0

1 1 1
2) ln(z +X) = ln(E (1+2x))=1In 5+ In(1 + 2x). Or u = 2x est voisin de 0 puisque x I’est et

en remplacant x par u dans le D.L. de I’encadré du cours :
In(1 + u) =. Et en remplacant u par 2x :

8
In(l +2x) = 2x - 2x2 + 7 X3 - 4x* + x* g(x) avec lime(x) = 0. Et

x—0

1 8
In5 +x)=-In2 +2x - 2x2 + 3 x3 - 4x" + x" e(x).

3) exp(x” + x + 1) = e exp(x” + x). Bt si on pose u = x* + x, u est voisin de 0 puisque x I'est et

en remplalg;alnt2 X paru dails le D.L. de I’encadré du cours :

e'=1+u+5 + u_ = +ut €(u) avec lime(u) = 0. Et en remplagant u par x>+ X
2 Y6 to w 50
2 4
+ + +
exp(x2 +x)=1+ (x2 +X) + (X ) X) + (X 6 X) + (x 2 4X) + x48(x) avec lime(x) = 0.

x—0
En ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 4 dans la partie réguliere, les autres
rentrant dans le reste :

x> x> 25x*
exp(x2+x):1+x+ 2 t6 +W +x* e(x) et
3x2 7x} 25k

2 _ 24 1A
exp(x“+x+1)=e(l +x + > 6 tToa )+x €(x).

4) 21 = 2%2* = 2¢"™, Posons u = xIn2, u est voisin de 0 puisque x I’est et en remplacant x

par u dans le D.L. (%e I’encadré du cours :

e'=1+u+ LS + u_ = +ut €(u) avec lime(u) = 0. Et en remplacant u par xIn2
2 Y6 to 10

In2 In2 In2
(Xg) +(XI61) +(X2n4) +X48(X) avec lime(x) =0, et

x—0
1112 3 1112
( ) 3 (1 ) 4 4E( ).

X =™ = 1 4 xIn2 +

2 = 2%0¥ =2 + (2In2)x + (In2)*x* +



Exercice 6. Donner un D.L. 4 I’ordre 2 et au voisinage de 0 de x — In(1 + €%).

Solution
2
Pour x voisinde 0, e =1 +x + 5t x* €(x) avec limeg(x) = 0.
x—0
X X’

In(1 +e)=In(2+x + 5+ x? £(x)). Posons u = x + 5+ x” €(x), si X est voisin de 0, u aussi

etIn(2 +u) =In2(1 + % ) =1In2 +In(1 + % ) et puisque% est voisin de 0, on peut remplacer x

u
par 5 dans le D.L. du cours et
2

In(1 + L )= s + uze(u) avec lime(u) = 0. Et en remplacant u par = x + z + X €(x), on
2772 8 10 2
obtient :
X2 X2
x+ 5t x? ex)) x+ 5t x° 8(X))2
In(1 +¢*) =1In(2 +u) =In2 + > - A + x%e(x) avec

lime(x) = 0. On ne garde pour la partie réguliere que les termes de degré inférieur ou égal a 2,
x—0

les autres rentrant dans le reste :
2 2 2

n(l+e’)=1In +5 +5 -g X €(x)=1In +5 +7g +X e(x).

Exercice 7.
1) Donner le D.L. a I’ordre 2 et au voisinagede 1 deg: x —> 1 + (x — 1)ex'1.

2) Donner un D.L. a I’ordre 2 et au voisinage de 1 de f: x — In(1 + (x—l)ex'l).

fi
3) Soit h la fonction définie par h(x) = x(_j()l et h(1) = 1. Montrer que h est continue et

dérivable en 1.

Solution

1)Posons x = 1 + h. g(x) = g(1 + h) = 1 + he". Et puisque h est voisin de 0 lorsque x est voisin
2

h
del,e"=1+h+ 5+ he(h) avec lime(h) = 0. Et
3 h—0

h
gl+h)=1+h+ h? + oot h3£-:(h) (le terme d’ordre 3 rentre dans le reste d’ordre 2)

g(1 +h) =1 +h +h? + h’e(h).

Onaaussi: g(x)=1+(x—-1)+x -1+ x-1)*ex-1) avec limg(x-1) = 0.
x—1

2) Utilisons toujours le méme changement de variable : f(1 + h) = In(1 + heh) = In(g(1+h)) et
en utilisant le résultat précédent : f(1 + h) = In(1 + h + h* + h’e(h)).

Posons u = h + h? + h’¢(h), u est voisin de 0 puisque h I’est et en remplacant x par u dans le
D.L. du cours :



In(1+u)=u- u? +u’ €(u) avec lime(u) = 0. Puis en remplagant u par h + h? + hze(h), on
u—0

h + h” + h’e(h))?
obtient f(1 + h) = (h + h? + h2e(h)) - O +2 &)

gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 2, les autres rentrant dans le reste d’ordre
2

+h? €(h) avec lime(h) = 0. Et en ne
h—0

h - 1)?
2:f(1+h)=h+7 + h%e(h). Soit f(x) = (x — 1) + (x 5 ) + (x — 1)? &(x-1) avec limg(x-1) =
x—1
0.
3) h est continue en 1 si et seulement si lim h(x) = h(1).
x—1
fi - 1)?
Or lim h(x) = 11m (x )1 =lim ((x-1)+ (x > ) + (X - 1)2 e(x-1))
x—1 x—1
1
lim h(x) == lim (1 + (x - > ) + (x — 1) &(x-1)) = 1 =h(1). Et h est bien continue en 1.
x—1 x—1
h(x) - h(1
h est dérivable en 1 si et seulement si lim % existe et est finie.
x—1 -
x-1
ot h(x) - h(1) ; (1+ 5+ x-1ex-1) -1 i 4 e 1
rlim ————— =1lim =1lim (5 x-1))=7.
x—1 x-1 x—1 x-1 x—1 2 2

1
h est donc bien dérivable en 1 et h’(1) = -

R
-1
Exercice 8. Calculer a I’aide d’un D.L. adequat, lim —2—
x—0
Solution

D’apres le D.L. du cours, e* =1 + x + X? + xze(x) avec lime(x) = 0.

x—0
X X
& -1 1+x+? +X2£(X)—X—1 ?+X2£(X)
Donc lim ——z— =lim 2 =lim——=—— =lim~% 5t e(x) Et
x—0 X x—0 X x—0 X x—0
. e -x-1 1
im— 2 =75 .
x—0 X 2
Exercice 9.
1) Déterminer le D.L. a I’ordre 2 et au vosinage de 1 de x — xInx.
1
2) En déduire lim l(zn_xl
x—1 X -

Solution



1) Posons x = 1 + h (x est voisin de 1, donc h est voisin de 0). D’apres le cours puisque h est
2

h
voisinde O, In(1 +h)=h -7+ + hze(h) avec lime(h) = 0. Et
h—0

2
h h o,
xlnx:(1+h)ln(1+h):(1+h)(h—3 +h£(h)):h+3 + he(h)
x-1)° ) .
ouxlnx=(x-1)+ > + (x — 1)7e(x-1) avec lime(x-1) = 0.
x—1
4 & 1e(x-1
. lnx . x-1+ > + (x - 1)ex-1)
)xl—rgxz'l_xlil} Xz'l
&b De(x-1
i xInx i T + (x - De(x-1) 1
im = lim == .
x—1 ‘- 1 x—1 x+1 2

Exercice 10. Soit f : x — " *\[x* - 1.
f
1) Déterminer un D.L. d’ordre 3 de (TX) au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote oblique quand X — +co.
3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.
4) Faire de méme pour x — -o , sans recommencer tous les calculs.

Solution

| .. ..
1) Posons h = X (si x est voisin de +oo, h est voisin de 07).

[1-n* ¢
e /x*-1 =¢" Tz =%\/1 -h* (carh > 0).

f 1
% = hf(ﬁ )= eh\/ 1-h%.0r puisque h est voisin de 0

h b’
e"=1+h+ 7 te t h3£(h) avec limg(h) =0 ety/1 - h® = (1- hz)l/2 et en remplacant x par
h—0
4

1 ; h*> h
h? et m par 5 dans le 2" D.L. I’encadré du cours, /1 - h=1- 5 +g+ h*e(h) avec lim
h—0
2 3 2 4

h® h h® h
g(h)=0.D’oue"\/1-h> =(1 +h +5 e+ he(h))( 1 - 5 tg h'e(h)), et en ne gardant
que les termes de degré inférieug ou égaux a 3 dans la partie principale, on obtient le D.L.

h
dordre 3e\[1-h> =1+h+ i h’e(h). Et

fo) _ L L L L
x St g3+ 3 S(X)avecxi)ng(x)_' ol



1 1 1
f(x):x+1+6—xz +2 8(;).

1
2) On en déduit que lim (f(x) — (x + 1)) = lim (6 7+ 2 8( )) = 0. Et donc que la droite
X—>+oco X—>+00
d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a C(f) quand x tend vers +oo.

1 1 1 1
) -x+1)= 2 T2 (;) > ( au voisinage de +oo puisqu alors 8(_) est négligeable

1
devant 6 C(f) est donc au dessus de I’asymptote quand x tend vers +oo.

4) Quand x tend vers -oo, le calcul est trés semblable, mais h tend vers 0" et

1-h
12

fi 1 fi
=-m/1-h”.Et (—X) = hf(H) = —eh\/1 - h” . Ensuite les calculs reste valables et (TX)

1 1 1 1
=-(1+7 +73 +3 8(_)) avec lim 8(_) 0. D’ou
X = 6x X—>+oo
1 I 1 . . 5 .
fx)=-x-1- 6 " X2 8(; ). Ainsi C(f) admet la droite d’équation y = -x — 1 comme
asymptote quant x tend vers -o et la courbe est en dessous de 1’asymptote.

1 1 1
En effet lim (f(x) —(-x-1)) = lim (- e e(; ) =0et

X—>+00 X—>+o0

1 1 1
fx)—(x-1)=- 6 %2 s(;) < 0 au voisinage de -co.
Exercice 11. Soitf: x — \3/4)43 - 12x pour x > 3.

f
1) Déterminer un D.L. d’ordre 2 de (TX) au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote oblique quand X — +co.
3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.

Solution

3 3
3 3.3 3 3 3
DAfAX - 12x =1 [4x°(1 -2)= 4 [ 1 -2 = A4 x(1 - 2", done

i 1
(X) \/Z (1- —z )1/ 3 Posons h = (h est voisin de O puisque x tend vers +o) et

f 1 3 1 5
—(;) =hf() = \/Z (1 - 3h*)". En remplacant x par -3h” et m par 3 dansle 2" D.L.
I’encadré du cours, on obtient (1 - 3h2)” S=1-h*+ hzs(h) avec lime(h) = 0. Et

h—0

f(x) _hf(h)_\/Z (1-309)"3 = 3 (1 - b2 + hle(h)) = /4 (1 - —12+—z e( ) avec



1
lim €(2).
X—>+Hoo (X)

3 1 1 1
2) On en déduit que f(x) = \/ZX -3 X 8(;) et

lim (f(x) - \/Z X) = hm ( - + = 8(_ ))=0.Doncy= \/Z X est asymptote oblique a C(f)

X—>+oo
quand x tend vers +oo.

3 1 1 1 ) 1 1 .
3) f(x) - \/Z X=-1+% 8(; ) <0 quand x tend vers +co puisqu’alors X 8(; ) est négligeable

1 ..
devant - e Et C(f) est en dessous de I’asymptote au voisinage de +oo.

-1
Exercice 12. Soitf: x —» (x — 2)exp(X2—X ).

f
1) Déterminer un D.L. d’ordre 2 de (TX) au voisinage de +oo.

2) En déduire que C(f) admet une asymptote oblique quand X — +oo.
3) Etudier la position de C(f) par rapport a cette asymptote.

Solution

1
Posons h = X ((h est voisin de 0 puisque x tend vers +oo) alors

f(x) =(x- 2)CXP( 7% )— f(h )= (h 2)exp(2 2 ) et

fi
(X) = hf(h y=(1- 2h)exp(2 2) (1 - 2h)e'*e™2. En remplacant dans le 4™ D.L. de
I encadre du cours x par —h/2 qui tend bien vers 0, on obtient

2

h h
e =1- S +g + h%e(h) avec lime(h) = 0.
h—0

2
D’ohhf(%):x/é(l—%)(l—% b + h’e(h)) = \/E(l- +% + h’e(h)) et

fx) \/E(l- 9 +—12 8( ) avec hms(x)

X—>+oo

o 5.9 11
2) Onendedultquef(x):\/E:(x—2 +3x Tx E(X )) et

lim (f(x) — (\/E (x - ) ))) = 11m (8X + - 8(_ )) = 0. Et C(f) admet la droite d’équation

X—>+o0

5
y= \/E (x - 5 ) comme asymptote quand x tend vers +oco.



5 9 1 1 1 1
3) f(x) — (\/E (x - 5 ) = % T x 8(; ) 2 0 au voisinage de +oo puisque X 8(; ) est négligeable

9 ..
devant gx sur ce voisinage. C(f) est au dessus de I’asymptote quand x tend vers +oo.

Exercice 13. Soit I’expression f(x,y) = xIny — (y —=1)Inx —y + 1.
Etudier le signe de f(x,y) pour x et y voisins de 1.

Solution

Posons x =1+ hety=1+k. hetk sont voisins de 0 lorsque x et y sont voisins de 1.

f(x,y) =f(1 + h,1 + k) = (1 + h)In(1 + k) — k.In(1 + h) — k. D’autre part d’apres le cours :

2

k
In(1+k)=k- oot 'S e(k) avec limek) = 0.
k—0

2

h
In(1+h)=h-> + h’e(h) avec lime(h) = 0. Et
h—0

'S h?
f(1+h1+k)=(+h(k-75 + k? e(k)) - k(h - 5+ h’e(h)) — k. Et en ne gardant dans la

partie principale que les termes d’ordre inférieur ou égaux a 2 pour obtenir un D.L. a I’ordre
2:

K K
f(1+h,1+k)=- 5 +reste (le reste est négligeable devant - 5 ).

K2
Ainsi f(x,y) =f(1 + h,1 + k) = - 5 < 0 pour x et y voisins de 1.



Indications

Exercice 11 : On remarquera que

3 3
3 3 3 3 3 3
A4x’ - 12x =1\ [4x°(1 - )= 4% /1 3= \/Z x(1 _?)1/3.

10



