Remise a niveau en mathématiques pour
I’économie et la gestion

Equations et inéquations - les inéquations

Ce cours vous est proposé par Jean-Francois Caulier, Maitre de conférences, Université Paris 1

Panthéon Sorbonne et par AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectifs :

e Comprendre et savoir manipuler les inéquations pour déterminer les intervalles de valeurs

répondant d une condition donnée.

Les inéquations sont des outils mathématiques fondamentaux utilisés pour exprimer des
relations d'inégalité entre deux expressions ou valeurs. A la différence des équations, qui
affirment I'égalité entre deux quantités, les inéquations démontrent que ces quantités sont
inégales. Ainsi, au lieu de vouloir une balance en équilibre, on souhaite au contraire qu’elle

penche d'un coté !

On représente les inéquations par les symboles > (supérieur d), < (inférieur d), = (supérieur ou
égal), et < (inférieur ou égal). Comprendre et savoir manipuler ces inéquations est crucial dans
divers domaines, allant de I'algebre simple a des applications plus complexes en économie, en

gestion et finance.

Les inéguations obéissent O des regles spécifiques qui permettent de les manipuler pour
résoudre des problemes ou simplifier des expressions. Voici quelques-unes des propriétés les plus

importantes.

Transitivité

La propriété de transitivité est un principe de base qui stipule que si une valeur a est plus
grande que b, et b est plus grande que ¢, alors a est nécessairement plus grande que ¢. Cette

propriété est intuitive et largement utilisée pour comparer des valeurs.
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Exemple

Addition/Soustraction

Ajouter ou soustraire le méme nombre des deux cbtés d'une inéquation ne modifie pas la
relation d'inégalité. Cette propriété permet d'isoler des termes lors de la résolution

d'inéquations.

Exemple

Multiplication/Division
Multiplier ou diviser les deux cotés d'une inéquation par un méme nombre positif ne change
pas le sens de linégalité. Cependant, sile nombre est négatif, le sens de l'inégalité doit éfre

inversé, ce qui est une régle cruciale en algebre.

Exemple

Exemple introductif

Appliquons ces principes tres généraux a la résolution de I'inéquation suivante :

-3-5>10.

La premiere étape consiste disoler le terme en x, pour cela nous allons compenser le —5 qui

I'accompagne a gauche en gjoutant 5. Ce que I'on fait d'un coté, on le fait de I'autre pour

garantir I'inégalité :
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—3x—-5+5>10+5

Ce qui devient :

—3x>15

Maintenant, nous devons isoler x. Comme —3x est multiplié par -3, nous devons diviser chaque
c6té de l'inéquation par - 3. Important : Diviser ou multiplier les deux cotés d'une inéquation par

un nombre négatif inverse le sens de linégalité. Donc :

—3x < 15
-3 -3
Cela nous donne :
x < -5

L'inéquation x < =5 signifie que toutes les valeurs de x qui sont inférieures a -5 satisferont
l'inéquation originale. La solution de cette inéquation peut étre représentée sur une ligne
numérique ou tous les points & gauche de -5 (non inclus) sont colorés ou marqués pour indiquer
qu'ils font partie de la solution.

Il est toujours judicieux, dans les premiers temps de la manipulation d'inéquations, méme si
expérience faisant nous ne procéderons plus a ce type de vérification, de vérifier notre solution
en substituant des valeurs de x qui devraient satisfaire l'inéquation, ainsi que des valeurs qui ne

le devraient pas :

e Vérification avec x = —6 (qui devrait satisfaire I'inéquation) :

—3(—6)—5=18-5=13
13 > 10 est vrai, donc x = —6 est une solution valide.

o Vérification avec x = —4 (qui ne devrait pas satisfaire l'inéquation) :

—3(—4)-5=12-5=7

7 > 10 est faux, donc x = —4 n'est pas une solution.

Une inéquation linéaire a une variable est un type fondamental d'inéquation le plus simple que

I'on puisse rencontrer. Elle prend la forme ax +b > couax+ b < c, oU a, b, et c sont des
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constantes. Cette structure représente une relation ou, contrairement a une équation, les deux

membres ne sont pas égaux mais 'un est supérieur a I'autre.

Exemple 1

Résoudre 2x —3 > 7

Pour résoudre linéquation 2x — 3 > 7, la premiéere étape consiste a isoler le terme contenant la
variable x. Cela implique d'éliminer le -3 du cété gauche de I'inéquation en ajoutant 3 des

deux cotés :
2x—3+3>7+3
Ce quirevient a :
2x > 10

L'objectif est maintenant de résoudre pour x. Puisque 2x signifie 2 multiplié par x, pour isoler x,

nous divisons chaque cété de l'inéquation par 2 :

2x>10
2 2

Cela donne :
x>5

La solution a linéquation x > 5 indique que tout nombre supérieur a 5 satisfait Iinéquation
originale 2x — 3 > 7. Cette solution peut étfre représentée sur une droite numérique ou tous les

points au-deld de 5, sans inclure 5, sont solutions de l'inéquation.

Exemple 2

3x—7>2x+5

Le but initial est d'isoler les termes de la variable x d'un c6té de l'inéquation. Pour ce faire, nous
commencons par éliminer 2x du membre de droite en le soustrayant des deux cotés de

l'inéquation.
3x—7—-2x>2x+5—-2x

Cela se simplifie en :
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x—7>5

La prochaine étape consiste disoler x en ajoutant 7 de chaque cété de l'inéquation pour

annuler le -7.
x—7+7>5+7
Ce quidonne :
x>12

L'inéquation x > 12 signifie que la solution a notre inéquation comprend toutes les valeurs de x

qui sont plus grandes que 12. Cette solution peut étre exprimée sous forme d'un intervalle :

X €]12,00[

Une inéquation quadratique prend une des formes générales suivantes :

ax’*+bx+c>0

ou

ax?+bx+c<0
ou

ax’+bx+c=0
ou

ax’*+bx+c<0

Le signe d'un trindbme quadratique ax? + bx + ¢ est déterminé par le coefficient
a. Voici comment analyser le signe en fonction de a :
1. Sia>0:

e Le frinbme est toujours positif en dehors des intervalles entre ses éventuelles deux

racines réelles,
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e Entre sesracines (s'il y en a), le trinbme est négatif.
2. Sia<o0:

e Le frinbme est toujours négatif en dehors des intervalles entre ses éventuelles deux

racines réelles.

e Enfre sesracines (sl y en a), le frinbme est positif.

Exemple

Considérons l'inéquation suivante :
x2=5x+6>0
Cette inéquation peut étre réécrite sous la forme factorisée :
x=2)(x—=3)>0
Pour résoudre cette inéquation, procédons selon les étapes suivantes :

1. Détermination des racines :
Lesracinesde x? —5x+ 6 =0sontx =2 etx = 3.

2. Etude du signe du frinéme :
Le trindme (x — 2)(x — 3) change de signe auxracines x = 2 et x = 3.
On analyse les signes dans les intervalles délimités par ces racines :
Pour x < 2, les deux facteurs (x — 2) et (x — 3) sont négatifs, donc leur produit est positif.
Pour 2 < x < 3, (x — 2) est positif et (x — 3) est négatif, donc leur produit est négatif.
Pour x > 3, les deux facteurs (x — 2) et (x — 3) sont positifs, donc leur produit est positif.

3. Tableau de signe :

Intervalle x<2 [ 2<x<3 | x>3
x—2 - + +
x—3 - - +
(x=2)(x=3) | + - +

Tableau 1 :inéquation quadratique - Tableau de signes du trinbme
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4. Conclusion:
L'inéquation (x — 2)(x — 3) > 0 est satisfaite pour x €] — oo, 2[U]3, +o[.

Ainsi, la solution de linéquation x? — 5x + 6 > 0 est x €] — o, 2[U]3, +o[.

Une inéquation rationnelle se définit généralement comme une fraction rationnelle comparée a
zéro. Une fraction rationnelle est un quotient ou le numérateur et le dénominateur sont des

polynémes. La forme générale d'une inéquation rationnelle est :

P(x)

TN

ouU P(x) et Q(x) sont des polynédmes tels que Q(x) ne s'‘annule pas, car cela rendrait la fraction

indéfinie. Les valeurs de x qui annulent le dénominateur sont appelées valeurs interdites.
Exemple
Supposons l'inéquation suivante :

x—1
x?—4

>0

Nous allons résoudre cette inéquation en plusieurs étapes.

1. Nous allons d'abord factoriser le dénominateur x? — 4. Le polynébme x? — 4 est une

identité remarquable :
x2—4=x-2)(x+2)
L'inéquation devient alors :

x—1 0
(x—2)(x+2)>

2. Les valeurs qui annulent le dénominateur sont x = 2 et x = —2. Ces valeurs sont interdites

car elles rendent la fraction indéfinie. Donc, x # 2 et x # —2.

3. Pour déterminer les signes du numérateur et du dénominateur dans les différents

intervalles, nous devons analyser les signes des facteurs (x — 1), (x — 2), et (x + 2).
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4. Nous dllons utiliser un tableau de signes pour comprendre comment les signes de
chaque facteur influencent le signe global du rapport. Nous analysons les signes dans

les intervalles déterminés par les valeurs interdites et les racines.

Intervalle <=2 | 2<x<1 | 1<x<2 | x>2

x—1 - - + +

x—2 - - - +

x+2 - + + +
x—1

—_— | + - + +

(x=2)(x+2)

Tableau 2 : inéquation rationnelle - Tableau de signes

e Intervallex < —2:

o x— 1 estnégatif.

o x — 2 estnégatif.

o x+ 2 estnégatif.

o Produit dessignes : (=) = (=) * (=) = (—), donc le rapport est positif.
o Infervalle -2 <x<1:

o x—1estnégatif.

o x — 2 estnégatif.

o x+ 2 est positif.

o Produit dessignes : (=)*(—)*(+) = (-), donc le rapport est négatif.
e Intervallel <x<2:

o —x—1 estpositif.

o x — 2 estnégatif.

o x4 2 est positif.

o Produit des signes : (+) * (=) * (+) = (), donc le rapport est négatif.
e Infervallex >2:

o x —1 est positif.

o x — 2 est positif.

o x+ 2 est positif.
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o Produit dessignes : (+)*(+)*(+) = (+), donc le rapport est positif.

5. Résumons:

L'inéquation #};2) > 0 est satisfaite pour les intervalles oU le rapport est positif. D'apres
le tableau de signes, cela se produit pour x €] oo, —2[U]1,2[U]2, +o[. Ainsi, la solution de

linéquation 2% > 0 est :

x2—4

x €] — 00, —2[U]1,2[U]2, +0o[
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Comment citer ce cours ?

Remise a niveau en mathématiques pour I'économie et la gestion, Jean-Francois Caulier,
AUNEGe ( ), CC -BY NC ND (

).
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Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation frangaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme & la Iégislation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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