Remise a niveau en mathématiques pour
I’économie et la gestion

Développement et factorisation - Factorisation d’un
trinome du second degré

Ce cours vous est proposé par Jean-Francois Caulier, Maitre de conférences, Université Paris 1

Panthéon Sorbonne et par AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.
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Objectifs :

e Exploiter le théoreme du facteur pour factoriser un trindbme du second degré.

Un des objets mathématiques les plus étudiés au lycée est trés certainement le trindbme du
second degré et la découverte de ses racines grce au fameux « Delta ». L'objectif de cette
section est d'exploiter le résultat du théoréme du facteur que nous avons présenté dans la

section sur les polyndmes pour offrir une expression factorisée de ce trindme.

Pour rappel, un trinbme du second degré présente la forme générale suivante :
ax?>+bc+c
QU a, b et c représentent les coefficients, des nombres réels tels que a # 0. Considéré comme

une fonction dépendant de la variable x, cette expression est également connue sous le nom

de fonction quadratique :
p(x) = ax?® + bx + c.

Les racines de ce trindme sont les éventuelles valeurs de x qui annulent ce trinbme, c'est-a-dire

que ce sont des valeurs de x telles que p(x) = 0.

Selon le théoréme du facteur, si un polyndme p(x) a une racine r (c'est-a-dire si p(r) = 0), alors
le binbme (x —r) est un facteur de p(x). Cela signifie que I'on peut écrire le polyndme p(x) sous

la forme :
p(x) = (x—71)-q(x)
ou q(x) est un autre polyndbme de degré inférieur a celui de p(x).

L'objet des parties qui suivent est d'utiliser ce résultat pour factoriser le frindme du second

degré en produit de binbmes.
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Le discriminant est I'outil crucial qui va nous permettre de déterminer la nature des racines d'une
équation quadratique, et par conséquent, la facon dont le trindme peut étre factorisé. Le

discriminant est donné par la formule :
A = b? — 4ac

Cette formule permet de comprendre non seulement le nombre de solutions réelles de

I'équation, mais aussi leur nature. Voici comment interpréter le discriminant :

1. SiA > 0:L'équation quadratique ax? + bx + ¢ = 0 possede deux solutions réelles et
distinctes. Cela signifie que le trinbme peut étre décomposé en deux binbmes réels
distincts. Par exemple, si A > 0, un frinbme comme x2 — 5x + 6 peut étre factorisé en (x —
2)(x—3)

2. SiA = 0:L'éguation quadratigue a une solution réelle unique, souvent appelée racine
double. Le trindme peut alors étre factorisé en un carré parfait, c'est-a-dire (mx + n)?, ou

m et n sont des nombres réels. Par exemple, x? — 4x + 4 se factorise en (x — 2)2.

3. SiA < 0:L'équation a deux solutions complexes conjuguées, ce qui signifie que les
racines ne sont pas des nombres réels. Dans ce cas, le trinbme ne peut pas étre
factorisé en utilisant uniguement des nombres réels. Un exemple serait x2 + x + 1, qui ne

peut pas étre factorisé en expressions réelles simples.

Dans les deux premiers cas, le théoreme des facteurs peut étre employé puisqu’'au moins une

racine existe. Nous détaillons la procédure dans le point suivant.

La premiere étape est de calculer le Delta et de vérifier s'il est bien positif ou nul. Si c’est bien le

cas, on peut alors frouver la valeur exacte des racines :

_ —b+VA
L=

-b—VA
2a

2a ef Xy =

avec x; = x, SiA=0.

Par le théoréme des facteurs, on sait alors p(x) = (x — x;)(x — x,)q(x) avec q(x) un polynéme &

déterminer. Or, q(x)(x — x1)(x — x3) = q(x)[x? — (x, + x1)x + x,x,] O comparer avec le résultat
attendu qui est ax? + bx + ¢ = a[x? + %x + 2]. or, x; +x, = %b et x;x, = 2 (vérifiez-le 1), donc

q(x) = a.
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Ainsi, siA > 0, alors ax? + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,).

Exemple

Considérons le trindbme du second degré suivant : 2x? + 4x — 6.

e CalculonsA:A=4%2—-4x2x%x(—6)=16+48 = 64

e lesracinessont:

¢ Nous pouvons maintenant en déduire |'expression factorisée suivante :

2x%2 +4x —6=2(x — 1)(x + 3).

La technigue de complétion du carré est une méthode efficace pour factoriser un trindme du
second degré qui repose sur la transformation d'un trinbme en un carré parfait, simplifiant ainsi

la résolution ou la factorisation. Voyons comment appliquer cette technique étape par étape.

Etape 1 : Exprimer le trinéme sous une forme appropriée
Pour appliquer la méthode de complétion du carré, le coefficient du terme quadratique, a,

doit étre 1. Sia # 1, divisez tous les termes de I'équation par a :

) ,, b c
ax“+bx+c=0=x“+-x+—=0
a a
Eiqpe 2 : Isoler le terme constant

Pour faciliter la complétion du carré, isolez le terme constant ¢ en le transférant de 'autre c6té

de I'équation :

Etape 3 : Ajouter et soustraire le terme nécessaire pour compléter le carré

coefficient de x
2

2
Trouvez le terme qui complete le carré. Ce terme est toujours ( ) . Ajoutez et

soustrayez ce terme du c6té gauche de I'équation :
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Etape 4 : Reformuler I'équation sous Forme de carré parfait

Regroupez le trinbme complet du carré et simplifiez le reste :

Etape 5 : Résoudre pour x

Pour isoler x, commencez par réécrire I'équation pour isoler le carré parfait :

() - (3) -
x+—) =\(z—) ——
2a 2a a
Puis, prenez la racine carrée des deux cdtés, en n'oubliant pas que cela donnera deux

solutions, positive et négative :

Au final, la réécriture donne :

ol ) = (G -] o) -2

Exemple de Complétion du Carré

Considérons le trindbme 2x2 + 4x — 6. Appliquons la méthode de complétion du carré :

1. Normalisation : x2 +2x -3 =0
2. Isolation:x? +2x =3
3. Complétion:x?2+2x+1—-1=3
4. Carré parfait: (x+1)2-1=3
5. Résoudre: (x+1)2=14
6. Solutions:x+1=+2, doncx=10ux=-3
7. Factorisation : 2(x — 1)(x + 3).
Conclusion

La méthode de complétion du carré vous permet de transformer un trinbme en une équation

plus simple, facilitant ainsi la résolution et ensuite sa factorisation. Cette technique est
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particulierement utile dans des contextes ou vous devez résoudre des équations sans recourir &
la formule quadratique ou lorsque vous tfraitez avec des expressions ou le discriminant est nul,

menant & une racine double.
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Comment citer ce cours ?

Remise a niveau en mathématiques pour I'économie et la gestion, Jean-Francois Caulier,
AUNEGe ( ), CC -BY NC ND (

).

(@0l

Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation frangaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme & la Iégislation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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