Remise a niveau en mathématiques pour
I’économie et la gestion

Les fondamentaux - Les intervalles

Ce cours vous est proposé par Jean-Francois Caulier, Maitre de conférences, Université Paris 1

Panthéon Sorbonne et par AUNEGe, I'Université Numérique en Economie Gestion.

Table des matieres
PrEAMDUIE..........c.eeeeeeeeeeceeeeeceeceeeseeeseeeseesssessaesssessaesssssssesssssssssssssssesssessssssseesssesssesssesssanns 3
{71 feTo [V T o3 1 [« o TR 3
DEMINIHONS «....veeeveeeeeeeeeeeeeeesreeeeeseeeseesseesseesssessasessesssesssesssesssesssssssesssesssasssesssessssesssesssesssann 3
LA Aroite @S TEEIS.........ccueeuieieieeieteterteetetetestee e st ste e e et et e seessassaesaessessesseessessessasssessessassasnnens 3
101 C=T 87 || 1= PPt 4
TYPES A INTEIVAIIES ......eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeetneneeeeeeeeeeeesssssssssesesssssssssssssssssssssssssnnssssnssssssees 4
INTEIVAIIES FEIMIES ...ttt ettt et sae e aessae s e e st esseesseesaesssasssasssesssesseesssesens 4
INTEIVAIIES QUVEIES ..ottt aar e aar e s anee 5
Intervalle SEmMI-OUVE ..ottt ssae s ssae e e 5
Intervalles INfINIS .........ooiiiiiii ettt 5
Utilisations des iNtIVAllEs .............ccceeeeiiieiirueiieniirneeiiniisnnssieesssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssnns 6
SOIUHONS A INEQUAIONS.......ooeciiieerieeceeeceeccte et ceree e trecssaeeessaeesssseesssssesesssesesssessssseessssnes é
Domaine de defiNIHON ...........ocuevuiririiiierirteteeeeeteteeee ettt saesse s e e e sse s e s e esesaessassnens 7
CAICUNINTEGIAL......ceeieeeeeeccteece ettt see et e e s e te e e e e s ste s e sae s s s e s ssaessassaesssaessaesssasnssessssesnses 7
OPErations SUI @S INTEIVAIIES ...........ceueeeeeeereeeeeeeereeeereeecsaeeesseeesssesssseessasesssessssessasessasessans 8
REUNION €1 INTEISECHON ......ccuiieieieteeeecetctce ettt sre s sae st e s e e s e esaessnessnassnanne 8

AUNEGe

L’université numérique
Economie Gestion




Complément ef AIffEIENCE.............ueeeeieeeeeeeceeeccte e ree e e eraeeseseesessaesesseesssaseessseeees 8
@07y [od (11 1o o IRt 9

REFEIEINCES c.eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 10

Remise d niveau en mathématiques pour I'économie et la gestion, Jean-Francgois Caulier, 2


http://aunege.fr/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Objectifs :

o Définir les différentes notions d’intervalle

e Savoir les représenter graphiqguement

Cette section porte sur la notion d'intervalle en tant qu'ensembles de nombres réels qui sont
définis par deux bornes, et peuvent étre ouverts, fermés, semi-ouverts, infinis ou semi-infinis. Les
intervalles sont utilisés dans de nombreux domaines des mathématiques, tels que I'analyse réelle,
la théorie des ensembles et les statistiques, pour décrire les domaines et les codomaines des
fonctions, définir les limites et la continuité des fonctions et décrire les ensembles de données.
Nous allons explorer les différents types d'intervalles, leurs propriétés et leur utilisation dans
différentes opérations. En économie et gestion, les intervalles peuvent étre utilisés pour
représenter des intervalles de confiance statistique, des intervalles de rentabilité en finance, des
intervalles de tolérance en gestion de la qualité, et peuvent aider & prendre des décisions
éclairées dans ces domaines. Nous verrons également comment les intervalles peuvent étre

représentés graphiquement sur la droite des nombres réels.

Avant de nous plonger dans la définition des intervalles, nous introduisons la droite des réels,
représentation graphique de I'ensemble des nombres réels particulierement utile pour visualiser

des intervalles.

La droite des réels représente graphiquement tous les nombres réels, incluant les entiers, les

fractions, les irrationnels (comme m ou V2), les négatifs et les positifs.

Principe de la droite des réels

Chaqgue point sur la droite correspond a un unique nombre réel et chaque réel correspond & un

unique point sur la droite.
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Traditionnellement, on la représente comme une ligne horizontale avec une origine notée 0 au
centre. A droite de l'origine, on place les nombres positifs en augmentant vers l'infini. A gauche

de l'origine, on place les nombres négatifs en diminuant vers l'infini négatif.

Figure 1 : droite des réels

Un intervalle est un ensemble de nombres réels compris entre deux bornes réelles ou infinies, qui
peuvent étfre toutes les deux incluses ou exclues, ou I'une incluse et I'autre non. Les différentes
possibilités donnent lieu a différents types d'intervalles. Les intervalles sont utilisés pour représenter

des sous-ensembles continus de R.

Il existe différentes possibilités d'intervalles en fonction de l'inclusion ou non des bornes.

Un intervalle fermé est défini comme I'ensemble de tous les nombres réels compris entre deux
bornes, y compris les bornes elles-mémes. Si a et b sont les bornes, on note I'intervalle fermé [a, b]

et on le définit comme I'ensemble des réels x € [a, b].

Par exemple, l'intervalle [1, 5] contient tous les nombres réels compris entre 1 et 5, y compris les
nombres 1 et 5 eux-mémes.
Graphiguement, on le représente par une ligne épaisse couvrant I'espace de a a b inclusivement,

avec des points pleins sur a et b.

Figure 2 : intervalle fermé

® ® R
a b
Intervalle [a, b]
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Un intervalle ouvert est défini comme I'ensemble de tous les nombres réels compris enfre deux
bornes, mais n'incluant pas les bornes elles-mémes. Si a et b sont les bornes, on note l'intervalle

ouvert ]a, b[ et on le définit comme I'ensemble des réels x € ]a, b|.

Par exemple, l'intervalle 11, 5[ contient tous les nombres réels compris enfre 1 et 5, mais il n'inclut

pas les nombres 1 et 5 eux-mémes.

Graphiguement, on le représente par une ligne épaisse couvrant I'espace de a d b exclus, avec

des points vides sur a et b.

Figure 3 : intervalle ouvert

S O R
b

Intervalle |a, b

Un intervalle semi-ouvert est défini comme I'ensemble de tous les nombres réels compris entre
deux bornes, incluant une borne mais pas l'autre. Si a et b sont les bornes, on note I'intervalle
semi-ouvert en utilisant toujours des crochets, tourné vers I'extérieur pour la borne exclue et

tourné vers I'intérieur pour la borne incluse.

Par exemple, lintervalle [1, 5[ contient tous les nombres réels compris entre 1 et 5, y compris le

nombre 1 mais pas le nombre 5.

Figure 4 : intervalle semi-ouvert

® S R
a b
Intervalle [a, b]

Les intervalles peuvent également étre infinis ou semi-infinis. Un intervalle infini est défini comme
l'ensemble de tous les nombres réels supérieurs A une certaine borne ou inférieurs a une certaine

borne. Par exemple, l'intervalle ]2, +oo[ contient tous les nombres réels supérieurs & 2. Un intervalle
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semi-infini est défini comme I'ensemble de tous les nombres réels compris enfre une borne finie
et une borne infinie. Par exemple, lintervalle [2, +«[ contient tous les nombres réels supérieurs ou

égaux a 2.

Figure & : intervalles infinis

® R
a
Intervalle [a, +o00|

De nombreux et fréquents cas d'utilisation d'intervalles se rencontrent. Nous en développons ici

trois particulierement frequemment rencontrés.

Les intervalles sont souvent utilisés pour exprimer les solutions d'inéquations.

Exemple

L'inéquation x? — 4x + 3 < 0 a pour solutions x €]1,3[ . En effet, par factorisation on trouve

x2 —4x + 3 = (x — D(x — 3) = 0,lesracinessontdonc x = 1 et x = 3.

On dresse alors le tableau du signe :

Intervalle | x* —4x+3

x<1 (+)

1<x<3 (=)

x>3 (+)

Figure 6 : tableau du signe

Par conséquent, la solution de l'inéquation est : x2 — 4x + 3 < 0 = x €11,3[.
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Les intervalles sont utilisés pour spécifier ou une fonction est définie ou prend certaines valeurs.

Exemple :

Le domaine de définition de f(x) = In(x) est x €]0,+oo] .

Les bornes d'intégration sont souvent exprimées en termes d'intervalles.

Exemple

Pour calculer lintégrale définie d'une fonction g(x) sur un intervalle [a, b], on utilise la notation

suivante :

fb gx) dx

Supposons que nous ayons A calculer l'intégrale définie de g(x) = x?2 sur lintervalle [1,3] . La

notation devient :

3
fxz dx
1

Pour résoudre cette intégrale :

S x%dx =z ¢

Evaluons cette primitive entre 1 et 3 :

3 3 3 3 3

[xT 33 13 27 1 26
3 1

Donc, lintégrale définie de x? sur [1,3] est:

26
ffxzdx =3
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Les intervalles sont des sous-ensembles de la droite réelle R. Il est possible d'effectuer diverses
opérations sur ces intervalles, tout comme sur nimporte quel autre ensemble. Voici un

développement détaillé de ces opérations :

La réunion de deux intervalles A et B est 'ensemble des éléments qui appartiennent & 'un ou

I'autre de ces intervalles (ou aux deux) : AUB = {x|x € A ou x € B}.

Exemple 1:

Si A=[1,3] et B

[2,4] ., alorslaréunionest: AUB = [1,4].

Exemple 2 :

Si A =1[1,2] et B = [3,4], alorslaréunionest: AUB = [1,2] U [3,4].

L'intersection de deux intervalles A etB est I'ensemble des éléments qui appartiennent

simultanément aux deux intervalles : ANB = {x|x € Aet x € B}.

Exemple 1:

Si A =11,3] et B = [2,4], alorslintersectionest:An B = [2,3].

Exemple 2 :

Si A =11,2] et B = [3,4], dlors linfersectionest: AnB = @.

Le complément d'un intervalle A par rapport & I'ensemble des réels R est I'ensemble des réels qui

nesontpasdans A:4 = {x|x ¢ A}.

Exemple :
Si A = [1,3], alors le complément est :

A=]—00,1[U]3,+o[
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La différence entre deux intervalles A et B est I'ensemble des éléments qui sont dans A mais
pasdans B:A\B = {x| x€ Ax¢ B}.

Exemple 1:

Si A=[1,3] et B

[2,4] , alors la différence est : A\ B = [1,2]

Exemple 2 :

Si A =1[1,2] et B = [2,3], alorsla différence est: A\ B = [1,2].

Exemple 3 :

Si A =11,3] et B =1]0,2],alorsla difféerence est: A\ B =]2,3].

Les intervalles sont une notion fondamentale en mathématiques, car ils permettent de manipuler
facilement des sous-ensembles continus de R. Leur compréhension est essentielle pour résoudre

les inéquations, définir les domaines de fonctions et effectuer un calcul intégral.

Les opérations sur les intervalles, telles que la réunion, lintersection, le complément et |a
différence, sont des outils puissants pour traiter des problémes variés. En mditrisant ces concepts,
on développe une compréhension plus profonde des fonctions, des équations, et des notions

d'analyse en général.
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Comment citer ce cours ?

Remise 4G niveau en mathématiques pour I'économie et la gestion, Jean-Francois Caulier,
AUNEGe ( ), CC - BY NC ND (

).

(@0l

Cette ceuvre est mise a disposition dans le respect de la Iégislation francaise protégeant le droit

d'auteur, selon les termes du contrat de licence Creative Commons Attribution - Pas d'Utilisation
Commerciale - Pas de Modification 4.0 International (

). En cas de conflit entre la Iégislation frangaise et les termes de ce contrat de licence,
la clause non conforme & la Iégislation francaise est réputée non écrite. Sila clause constitue un
élément déterminant de I'engagement des parties ou de I'une d'elles, sa nullité emporte celle

du confrat de licence tout entier.
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