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Le Théoréeme de I'Energie Cinétique (TEC) appliqué a un solide (ou un systeme de solides) permet
d’obtenir une relation scalaire entre les parameétres cinématiques du mouvement, les caractéristiques
d’inertie du solide (ou des solides) et les actions mécaniques appliquées sur le solide (ou les solides).
Pour I'ingénieur, le Théoréme de I'Energie Cinétique peut permettre pour des systeme a un degré de
liberté de déterminer plus rapidement les relations d’entrée-sortie entre les efforts (calcul de couple
moteur ou de force motrice).

Il peut également permettre pour des systéme a un degré de liberté de déterminer plus rapidement

I’équation de mouvement.

1. Théoreme de I’énergie cinétique

1-1 Théoréme de I'énergie cinétigue pour un solide (S)

Le théoréme de I'énergie cinétique se démontre a partir de la loi fondamentale de la dynamique en
multipliant scalairement par Vp sirg les deux termes de I'’équation :

dF_p.Vpsir, = dM.Tpry). Ve sir,

En isolant un solide (S), on effectue la somme des produits scalaires dFHP.prs/Rg

Le principe des actions réciproques dF,_,,=- dF,_4 et I'hnypothése de solide indéformable entraine que
tous les termes correspondant aux efforts intérieurs s’annulent.
Il reste la somme des produits scalaires des forces extérieures appliquées sur le solide (S) :

Ype(s) AFext—p -Vp siry = Lpe(s) AFextp - (VA,S/Rg + Qs A AP) = Y Fexs)-Vasry + ZMagy ) Qsirg

On obtient alors pour le premier terme la somme des puissances des actions mécaniques extérieures
appliquées sur le solide (S) par rapport au repére galiléen.
On note cette puissance Pext_,(s),Rg

Pour le deuxiéme terme, on effectue la somme des produits scalaires dm.I'(p,Rg). Ve s,

dVP,S/RgJ

Vesirg == {ZPE(S)%. ||VP’S/R9”2 _dm}J/R
IRgq g

On obtient alors pour le deuxieme terme la déivée par rapport au temps de I'énérgie cinétique du solide (S).

Zres) dM.Fpry) Ve sirg = Zpe(s) dM. —

2
On note I'énergie cinétique du solide (S) EC(S/Rg) = fpe(s)%. ||VP,S,RQ|| .dm

Le théoréme de I'énergie cinétique pour un solide (S) s'écrit alors :

Z P01 = g {ECsmo)

1-2 Théoréme de I’énergie cinétigue pour un ensemble de solides

Si on considére un ensemble (E) composé de plusieurs solides (S;), I'application du théoreme de I'énergie
cinétique sur chacun des solides nous permet par sommation d’obtenir le théoréme de I'’énergie cinétique
appliqgué a un ensemble de solides.

Le deuxiéme terme se déduit facilement

d _d (v -4
S (Eesmll, = (ZEesml], = 5 {Ecemyl],
On obtient la dévivée par rapport au temps de I'énergie cinétique totale de I'ensemble (E) : ECEry)

Le premier terme fait intervenir la somme des puissances des actions mécaniques extérieures appliquées
sur chaque soide S; :

2 Pext(s)Rg = 2 Pext-E)Ry T {Zi;ﬁj Psi—(s).Rg T Lz P(sj)ﬁ(si),Rg}
En explicitant le deuxieme terme de I'expression, on obtient la puissance des inter-effort Pjy.

1
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{Zi;ﬁj P(si)—(s)Rg T i P(sj)a(si),Rg} = Xres) AFsios; Ve sir, + Zpes) dFs—s; Ve sir, = Zpe(sinsj)dFsﬁsj Ve sys,
D’ou :
Pint = XFss-Vasys, + X Mas_s; - Qsys;

Le théoréme de I'’énergie cinétique pour un ensemble de solides (E) s’écrit alors :
_d
2 Pext—(E),Ry T Pint = 3, {EC(E/RQ)}J Ry

Dans le cas d’un ensemble de solides (E), le théoréme de I'énergie cinétique, contrairement aux
théorémes généraux, fait intervenir la puissance des actions mécaniques intérieures au
systeme isolé.

v |, |Lethéoreme de I'énergie cinétiqgue ne donne qu’une seule équation scalaire. Cette équation est
~(em)~ | dépendante des équations données par les théorémes généraux. Elle ne constitue pas une
équation supplémentaire indépendante.

2. Calcul de I’énergie cinétique d’un ensemble de solides (E)

2-1 Enerqgie cinétiqgue

Nous avons défini I'énergie cinétique d’'un ensemble de solides par :
oy = |5 [oam] am
Pe(E)2

:\@:,— L’énergie cinétique est pratiguement toujours définie par rapport a un repére supposé galiléen, le

< |théoréme de I'énergie cinétique découlant directement de la loi fondamentale de la dynamique.

Pour calculer I'énergie cinétique d’un ensemble de solides, on commence par décomposer le systéme.
ECEry = ZiEC(siry)

Dans un deuxiéme temps, pour chaque solide S;, on s’interroge sur |a nature du mouvement de Si/R,.

Si/Ry.est un mouvement de translation

2
. " . 1
Tous les points de S; ont le méme vecteur vitesse. EC(Si/Rg)= 5-m. | VG'Si/Rg ”

Si/Ry est un mouvement de rotation autour d'un axe fixe Oz

1 , —n2 1 (o —\2 1. -2
EC(s/Rg) = Joes)3- (Qsimy AOP) .dm = [, o =.(6.Z AOP) .dm= 3.jo, 0
i . =2
ECsirg) = 3 Jozsy-®
Si/Ry. est un mouvement quelconque dans le plan Oxy
Ec S/RL)™ J- -. VG,S’/R +QS'/R AGP; .dm = J- -. VG,S’/R .dm + J- -. QS'/R AGP) .dm
S Joes) 2 Vosimy* sy £GP} Pe(s) 2 Vosrm} Pe(s) 2 (s, GF)
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e R

1 1. .2
ECs/ry= 5-M. Vo.sm,|| * 5 Jaz(s)®

-
-

| , , . e .
"~ | Dans le cas d’'une masse ponctuelle m concentrée en P (solide modélisé par une masse
@-x ponctuelle) :

ECeir, )— 5-m. ||VP/Rg||

2-2 Notion d’inertie équivalente et de masse équivalente

Lorsqu’on détermine littéralement I'énergie cinétique d'un ensemble de solides qui appartiennent a une
méme chaine cinématique, il est parfois utile notamment en automatismes de I'exprimer en fonction d’un
seul parameétre cinématique.

Cas de I'inertie équivalente

Exemple de transmission avec réducteur de vitesse.

Soit 1 la classe d’équivalence correspondant a I'’ensemble des Moteur
pieces liées en rotation avec I'arbre moteur (en général rotor @

moteur, accouplement, pignon menant...) ; on note o, la vitesse O

de rotation de I'ensemble 1 et J; son moment d’inertie par

rapport a son axe de rotation. Soit 2 la classe d’équivalence

correspondant a I'ensemble des piéces liées en rotation avec
I'arbre récepteur (en général élément récepteur, pignon mené
..) ; on note , la vitesse de rotation de I'ensemble 2 et J, son
moment d’inertie par rapport a son axe de rotation.

Soit k=22 e rapport de transmission (<1 pour un réducteur de vitesse).

@1
Ona: ECE/O = EC1/O +EC2/0 :%.J1.0)12 +%J2C022 :%( J1 +J2.k2) .(,012

Le terme Jeq=J; +J, k? est appelé Inertie égquivalente de I'ensemble ramenée a I'arbre moteur.

MY |pe facon fictive, on considére que I'’ensemble de la chaine cinématique possede une énergie
Z@k cinétique égale & celle d'un arbre moteur d’inertie équivalent Jeq.

1. 2
EC(E/Rg) = E.Jeq.wl

Cas de la masse équivalente

Si le paramétre cinématique en fonction duquel I'énergie cinétique est exprimée, est la vitesse d’un solide
qui est en translation, alors on parle de « masse équivalente ».
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R _ o Rayon primitif du pignon : R
Exemple d'un systeme pignon-crémaillére : PSR
Soit 1 la classe d’équivalence correspondant a 7 [ \
'ensemble des piéces liées en rotation avec l'arbre /'/ ~ ; (moteur)
moteur, on note w; la vitesse de rotation de I'ensemble  Lignede————— I —-—‘—}»—
1 et J; son moment d’inertie par rapport a son axe de référence \ : i
r,otat|on. Soit 2 Ia_glasse.g qulvalenf:e c_orrespondant a \ N |/ Crémaillére
I'’ensemble des piéces liées a la crémailléere de masse NN T
totale M,. La vitesse de la crémaillére : V, = R.o; i
1 s 1 2 '

ECE/O :EC1/0 + E02/0 :EJ1(D1 +EM2V2

1. J 2
ECE :—.( —1+ Mz) .V2

0727 R?

Le terme l\/lequ—12+M2 est appelé masse équivalente de I'ensemble ramenée a la crémaillére.

3. Calcul de la somme des puissances extérieures et
intérieures des actions mécaniques appliquées a (E)

3-1 Puissances extérieures galiléennes

La démonstration du théoréme de I'énergie cinétique a permis de mettre en évidence la puissance des
actions mécaniques extérieures au systeme isolé :

Pext(8)Ry = X Fext—(s)-VasirRg T L Magy s)- Qsirg

Cas d’une force F appliguée sur le solide (S) en un point A

Dans ce cas, Pr_s)r, = F-Vasr,

Exemple de l'action de la pesanteur : Ppest(s).Rg = -M.g.Z VG siry (si 'axe z est vertical vers le haut)

Cas d'un couple C,_appliguée sur un arbre moteur (S) tournant a la vitesse de rotation oy

Dans ce cas, Pcs)r, = Cn .QS,RQ = Cy .0

Cas d'une action mécanique de liaison parfaite
Lorsque la liaison est parfaite, il existe des composantes d’actions mécaniques de force et de moment par
rapport au centre de liaison uniguement sur des axes correspondant a des libertés de mouvement
supprimeés.
En conséquence, les produits scalaires de I'expression de la puissance sont nuls si I'extérieur du systéme
est fixe (lié au repére galiléen).

Pour une liaison parfaite, la partie extérieure étant fixe, PAM”aison_,(s),Rg =0

3-2 Puissances intérieures ou des inter-efforts

Pour un systéme isolé (E) composé d’'un ensemble de solides, le théoréme de I'énergie cinétique fait
apparaitre la puissance des efforts intérieurs au systéme isolé :

Pint = X Fss;-Vasys, T X MASi_,Sj Qgys,

Cas d'une action mécanique de liaison parfaite
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Lorsque la liaison a I'intérieur du systéme isolé est parfaite, la puissance des inter-efforts de cette liaison
est nulle. En effet, le cours sur la modélisation des liaison fait apparaitre des composantes d’action
mécanique de liaison uniquement sur les degrés de liberté supprimés (la ou les composantes
cinématiques sont nulles).

Pour une liaison parfaite, Pj;t = O

Cas ou la liaison n'est pas parfaite

Pour I'ingénieur, dans la plupart des cas, le calcul de la puissance des actions mécaniques intérieures au
systéme isolé est complexe. Cette puissance dissipée dans les liaisonsest souvent estimée globalement
dans des mécanismes en utilisant la notion de rendement.

Le rendement d’un systéeme est le rapport, a régime établi, entre la puissance a la sortie du systeme et la
puis

= =) _ p « ——— Ce qui est nécessaire a l'utilisation
A | utile| réceptrice | sortie|

Par définition, M = = = .

Ptoumie Prmotrice Pentrée <«<—— Ce qu'il a fallu fournir pour y arriver

On déduit : Pint H1-7m) -Pentrée

M| La puissance des inter-effort est négative (puissance dissipée dans les liaisons)
P ~ | Le rendement du systéme est compris entre 0 et 1.

Cas particulier du contact ponctuel
Dans le cas d'un contact ponctuel pour un probléme plan, suivant le systéme réel et la modélisation
choisie, plusieurs cas peuvent étre rencontrés.

Y12

a- La liaison est supposée parfaite.
Dans ce cas, Py = 0

Modeéle parfait

Modele

b- La liaison n’est pas supposée parfaite ; la composante tangentielle
d’effort n’est pas négligée (résistance au glissement)

Dans ce cas, Pi= Ri,. V)2

Dans le cas du roulement sans glissement : Pj,; = 0

Dans le cas du glissement : Pjy=-f. Y,,.V| 5

C- La liaison n’est pas supposée parfaite ; la composante tangentielle d'effort et la composante de
moment (résistance au roulement) ne sont pas négligées

Dans ce cas, Pim = R12' V|’2/1 + M|12.Qz/1 Yo

Modele
Dans le cas du roulement sans glissement : Pjy= 1. Y,,.Qp1

Dans le cas du glissement (avec roulement) :
Pint=-f. Y12.Vi211 - 1. Y12.Q01
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4. Démarches de résolution du théoreme de I’énergie cinétique

4-1 Démarche d’application

Le théoréme de I'énergie cinétique comme les théoreme généraux est issus de la loi fondamental de la
dynamique. Son application suit donc deux étapes incontournables et communes

- L’identification du repére galiléen

- Llisolement d'un solide ou d’'un ensemble de solides

On choisit un repére galiléen et on effectue le bilan complet des données d’entrée du probleme

/ l Récapituler les particularités de
. _—>

On isole le solide ou le systéme de solides considéré  certaines actions mécaniques

Utilisation du graphe

d’analyse pour faire (composantes nulles pour les

linventaire des liaisons, couple moteur ou force
motrice)

parametres cinématiques
On s'aide d'un dessin ou un schéma si possible (schéma cinématique)

!

On effectue le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures et Intérieures

!

Actions intérieures _d
Actions extérieures On écrit le TEC X Pext—nl:E],Rg + I::Iirrt Tt {ECI:E.I'HQ:IH

On cacule 'énergie cinétique du systéme isolé

!

On calcule les puissances extérieures et intérieures au systéme isolé

!

On effectue la résolution

Ry

Par rapport au théoremes généraux, le théoreme de I’'énergie cinétique présente l'intérét

>fmm\~ | d’accéder directement a une équation de mouvement ou a I'effort exercé par un

"N T | actionneur (couple ou force motrice).

Cette détermination est directe uniquement dans le cas d’un systéme a un degré de liberté
(une loi entrée-sortie. En effet, le théoréme de I'énergie cinétique ne nous donne qu’une seule
équation en isolant I'ensemble du systéme en mouvement.

L’isolement d’'une partie du systéme conduit également a une équation mais qui fait intervenir les
actions de liaison ce qui ne constitue plus un atout par rapport aux théorémes généraux.
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4-2 Autres formulations du TEC — Conservation de I’'énerqgie

Cas d’'un mécanisme aun deqgré de liberté

Systéme isolé

entrée @ Liaison Le rotor estliéa 1
- intérieure Moteur
RS w—gy
Le statorest

sortie lié au bati Z/d/' \\
Actions de
/ pesanteur

Liaisons I,
@ v

extérieures Syste isolé "
ysteme isolé Réceteur

Remarque : le systeme isolé correspond toujours a un ensemble de pieces en liaison avec le bati (partie
fixe)

Puissance dissipée dans les ligisons Pae. | ~ Elle est toujours négative

(liaisons intérieures et extérieures) - Elle concerne les actions mécanigues de liaisons

Systéme isole (voir graphe des liaisons)

- EnBE, elle est souvent "globalisée™ par
lintermédiaire du rendement ou d'un couple de
frottement équivalent ramené sur I'arbre dentrée.

Puissance . .
. Puissance de sortie P
dentrée s
p Ce que l'on nomme "puissance de sortie” correspond 2 la
e, —-7 puissance appliqguée sur le récepteur (donnée souvent en

| valeur absolue).
En isolant le systéme, la puissance des actions extérieures en
sortie vaut donc —P, (l'opposée a la puissance de sortie).

En phase daccélération (ou de décélération), il

‘‘‘‘‘‘ existe une puissance supplémentaire liée a la mise
pour vaincre les inerties (en régime transitoire) | en mouvement des piéces. Elle s'écrit en fonction
de la variation d'énergie cinétigue.

Pext * Paiss + Pinertie = 0 P. - Py + Pyss = dEJdt

Conservation de I'énergie mécanique totale

Si I'on considére un systéme mécanique pour lequel :
- La puissance des inter-efforts et plus généralement la puissance dissipée dans les liaisons est
nulle,
- La puissance des actions mécaniques extérieures s’écrit en fonction d’'une énérgie potentielle

) F’,oJ\/p(E),Rg =- % {EpAMH(E)}J/Rg

Le théoréme de I'énergie cinétique s’écrit alors :
d —
& EPmoe t EC(E/Rg>}J,Rg -0
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On a alors conservation de I'’énergie mécanique totale du systeme
Em(E): EpAM—»(E)+EC(E/Rg): cste

L'ingénieur rencontre principalement deux actions mécaniques dérivant d’'une énergie
potentielle EpAMﬁ(E):

- L’action de la pesanteur Ppes s)r, = -M.g.Z Vesirg = - % {M.g .&),2””? (z vertical vers le haut)
]
On déduit

—

EPpes_.s)= M0 .0G.Z + cste

- L’action exercé par un ressort Pres—(S)Rg = -k.(AX) X Ve sirg = -k.(AX).x = - % {%.k.(Ax)z}J/R
9
On déduit

_ 1 2
Epres_)(s)— > K.(AX)

v1, | Le cas d'une action mécanique modélisée par un ressort est trés fréquent. En effet, le
@i comportement des matériaux peut souvent étre modélisé par un comportement linéaire dont le

AL/

modele correspondant est un ressort de rigidité k.
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