Chapitre 1

Equations différentielles ordinaires
linéaires du premier ordre

Commencons par quelques généralités sur les équations différentielles. On appelle équation
différentielle toute équation possédant les deux caractéristiques suivantes :
— l'inconnue de I’équation est une fonction définie sur un ensemble 2 C R™ et & valeurs
dans R,
— I’équation met en relation cette fonction inconnue avec ses dérivées (classiques si n = 1
ou partielles si n > 2).

On distingue deux grandes classes d’équations différentielles :
— les équations différentielles ordinaires (EDO) lorsque la fonction inconnue, usuelle-
ment notée y , ne dépend que d’une seule variable réelle (xz ou ¢ en général),
— les équations aux dérivées partielles (EDP) lorsque I'inconnue, en général notée u
dans ce cas, est une fonction a plusieurs variables (x,y ou ¢,z ou z,vy, z,t etc.).

Les équations différentielles sont utilisées pour modéliser mathématiquement de nombreux phé-
nomeénes physiques, biologiques ou encore financiers. Leur étude revét donc un intérét particulier
dans le monde de la recherche et de I'industrie.
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Nous ne nous intéresserons dans ce cours qu’aux EDO, et plus particulierement aux EDO
linéaires (EDOL), qui sont les EDO de la forme :

ag(2)y " (x) + -+ + ar(2)y () + ao(w)y(x) = b(z) ,
ot les fonctions (a;)1<i<; ne dépendent pas de y.

Ce premier chapitre est consacré a I'étude des EDOL du premier ordre (k = 1).

1.1 Définitions et vocabulaire

On appelle équation différentielle ordinaire linéaire (EDOL) du premier ordre toute équation
de la forme :

(B)  a(z)y(z) + b(x)y(z) = f(z), (1.1)

ou y est une fonction réelle inconnue, et a, b et f sont des fonctions réelles connues.

Les fonctions a et b sont appelées coefficients de 'EDO et la fonction f second membre de
I’EDO.

Définition 1.1 Soit I un intervalle de R. On suppose que :

— les fonctions a, b et f sont continues sur I,

— pour tout v € I, a(x) #0.
Sous ces conditions, on appelle solution de (E) sur I toute fonction y de classe C' sur I et
vérifiant (E) en tout point x de I.

On ne cherchera jamais a résoudre I’équation (E) sur un intervalle I ou les hypothéses ci-dessus
ne sont pas vérifiées. Par commodité, nous utiliserons la notation H pour désigner ces hypo-
theses.

Vocabulaire :
e [’équation (F) est dite homogeéne si la fonction f est identiquement nulle : f = 0.
e (F) est dite a coefficients constants si les fonctions a et b sont constantes.

Exemple 1.1 y/(z) —y(x) =0;  xy'(x) —y(z) =0.

Remarque 1.1 Le nom de la variable dont dépend la fonction y est complétement transparent,
on peut Uappeler x, t, z, IFCI...
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1.2 Résolution des EDO linéaires du premier ordre

1.2.1 Existence de solutions

Etant donnée une équation différentielle linéaire du premier ordre, on peut se poser la
question de 'existence de solutions. Les résultats suivants y répondent.

Proposition 1.1 Si les hypotheéses H sont vérifiées, alors 'équation (E) posséde une infinité
de solutions.

Définition 1.2 On appelle condition initiale (CI) toute condition du type y(to) = a ot tg € I
et a € R. Cette condition vient compléter (E) pour former ce que l'on appelle un probléme

de Cauchy :
P a(t)y'(t) +b(t)y(t) = (1),
y(to) = .
Le résultat suivant nous assure que le probléme précédent posséde une solution unique.

Théoréme 1.1 Si les hypothéses H sont vérifiées, alors le probléeme de Cauchy (P) posséde
une unique solution sur 1.

A retenir : Sans condition initiale, 'TEDO (E) posséde toujours une infinité de solutions. Avec
condition initiale, il n’existe qu’une seule solution.

Le résultat suivant nous donne une méthodologie de calcul des solutions d'une EDOL du pre-
mier ordre.

Théoréme 1.2 Soit I un intervalle de R et (E) une EDOL du premier ordre telles que les
hypothéses H sont vérifices. Toutes les solutions de (E) s’écrivent alors :

y(@) = yn(x) + yo(z)
ol :
e y;, est solution de l’équation homogéne associée a (E) et notée (Ey) :
(En)  a(@)y'(z) +blz)y(x) =0.

e yy est une solution de (E), appelée solution particuliére.

Pour résoudre une EDOL du premier ordre, on procédera donc en deux étapes :

1. calcul des solutions de ’équation homogéne (E},),

2. recherche d’une solution particuliére de I’équation compléte (E).
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1.2.2 Reésolution des EDOL homogénes du premier ordre
On s’intéresse dans ce paragraphe a la résolution des EDO linéaires homogénes de la forme :
(En)  alz)yh(z) + b(a)yn(z) = 0.

Proposition 1.2 Soit I un intervalle ou les hypothéses H sont vérifices. Alors toutes les solu-
tion de (Ey) s’écrivent sous la forme :

yp(z) = Ce™ | Vrel,

appelée solution générale de (Ej) et o :

—b(x)

b
——=, cest a dire : u'(x) = _ba) Ve el
a()

e u est une primative de la fonction x +— @)’ ,
a(x

e (' est une constante réelle arbitraire.

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(a) ¥ —3y=0, (d) ¥ =1+,
(b) @y (x) +y(x) =0, (e) (1—1t)y'(t) —ty(t) =0,
(c) zy(z)+3y(z) =0, (f) (2 +3t+2)y(t) —y(t) =0.
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1.2.3 Recherche de solutions particuliéres aux EDOL non-homogénes
du premier ordre

On commence toujours par regarder s’il n’y a pas de solution évidente, sinon on peut ap-
pliquer I'une des méthodes suivantes :

Cas d’une EDO a coefficients constants

e Si le second membre est constant, par exemple f(x) = o ou o € R, alors une solution

- a
particuliére est yo(x) = 7

e Sile second membre est de la forme f(z) = a cos(x)+ fsin(x) alors on peut chercher une
solution sous la forme : yo(x) = ¢; cos(z) + co sin(z).

e Si le second membre est de la forme f(x) = e’ P,(z) ot P, est un polynéme de degré n :

1" cas : si A #£r = —g, alors on cherche une solution sous la forme yo(z) = e**Q,, ()
ou (), est un polynoéme de degré n.

2°"¢ cas 1 si A=1r = —g, on cherche une solution sous la forme yo(z) = e*z2Q, () ou
@, est un polynome de degré n.
Cas général - Méthode de variation de la constante

Le principe est le suivant : on a trouvé une solution de I’équation homogéne de la forme :
yn(z) = Ce"@. On va chercher une solution particuliére sous la forme :

La constante C est “devenue” une fonction et vérifie alors :

C'(z) = %6_“@)

a intégrer pour trouver C(x), puis yo(z).
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Exercice 2. Résoudre les équations différentielles suivantes et préciser les intervalles ot sont
définies les solutions :

(a) ¥ + 2y = 2cos(t), (d) o +y=¢,
(b) ¢/ (z) +y(x) = 2° + e, (e) o +y=te,
(¢) ¥ +1In(z)y(x) = In(z), f) vy +y=tet+e






