CHAPITRE 3

Fonctions usuelles

1. Logarithme, exponentielle, puissances

1.1. Logarithme. La fonction logarithme népérien, notée In, est définie comme la primitive de
1
10, +00[— R, = +— — sur ]0,4oo[ qui s’annulle en 1.
T
PROPOSITION 3.1. La fonction In :]0, +oo[— R a les propriétés suivantes :
(1) In1=0,
1
(2) In est est de classe C*° sur]0,+oo[ et pour tout x > 0, In'(z) = =,
x

3) In est strictement croissante,

3)

(4) lim Inz = —oc0, lim Inz =400,
z—0t r—+00

(5)

5) pour tout z,y > 0, In(zy) =Inz + Iny.

1.2. Exponentielle. La fonction In est continue, strictement croissante de ]0, +oo[ dans R et In(]0, +o00[) =

R, donc In réalise une bijection de ]0,+oo[ dans R. On appelle exponentielle sa fonction réciproque
exp: R —=]0,+o00[, z — expz = €7,
ou e est I'unique solution de I'équation Inx = 1.
PROPOSITION 3.2. La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
(1) pour tout x € R, In(expx) = x et pour tout y > 0, exp(Iny) =y,

(2) exp est de classe C*° sur R,

(3) pour tout x € R, exp'(z) = expw,

(4) exp est strictement croissante,

(5) lim " =0, lim e =400,
T——00 T—+00

(6) ¥ =1,

(7) pour tout z,y € R, e*t¥ = e®eV.

1.3. Puissances. Pour tout a € R, on définit la fonction puissance o par
fa )0, 400[= R, x> 2 =e¥InT,

PROPOSITION 3.3. On a les propriétés suivantes
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(1) pour tout a € R, f, est de classe C* sur |0, +o0],

(2) pour tout z €]0,+oo[, fi(z) = az®!,

(3) sia>0, alors
— fa est strictement croissante sur ]0, 400,
- lim z¢ =0, lim z% = 4o0,
z—0t T—+00
(4) si a <0, alors
— fa est strictement décroissante sur )0, +oo],
- lim z% = +o00, lim z% =0,
z—0t T—+00

(5) pour tout a, B € R, pour tout x > 0, 2*8 = z%zP,
(6) pour tout o, B € R, pour tout x > 0, %7 = (azo‘)ﬁ,

(7) pour tout a € R, pour tout z,y > 0, (zy)* = z%y*,

1.4. Croissances comparées. Le résultat suivant compare les croissances respectives des fonc-
tions logarithme, exponentielle et puissances. On peut ’énoncer ainsi : "les puissances ’'emportent sur le

logarithme" et "l’exponentielle 'emporte sur les puissances”.

PROPOSITION 3.4.

1 B
nal® _

(1) pour tout a > 0, tout § € R, lim

z—+o0 %
(2) pour tout a > 0, tout f € R, lim zPe % =0,
r—+00
(3) pour tout a > 0, tout § € R, lim z%|Inz|® =0,
z—0+

2. Fonctions hyperboliques

On définit les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique comme

suit,
€ —X
ch:R—= R, chx:%
T _ T
sh:R— R, shz=2 26

shr e*—e™® 2@ _1 11— 2@

th: R—= R thy = — = = =
’ T Tz efter 241 14e20

ch est la partie paire de ’exponentielle, sh sa partie impaire.

PROPOSITION 3.5. On a les propriétés suivantes :
(1) ch est paire, sh est impaire,
(2) ch et sh sont de classe C*™ sur R, et pour tout x € R,

ch'z = shx, sh'z = chu,
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our tout x ch™r — Sh T =
3 tout © € R, ch® e =1,

(4) ch(0)=1, lim chx =400 et lim chx =400,

T——00 T—r+00

(5) sh(0) =0, lim shx =—oco0 et lim shx = +oo,
&

——00 T—+00

1
(6) th est impaire, de classe C>® sur R, et pour tout v € R, th'z = P =1-— th’z,
ch T

(7) th(0) =0, lim the=—-1et lim thx =1.
T——00 T—-+00

3. Fonctions circulaires réciproques

3.1. Rappels sur les fonctions circulaires. On munit le plan d’un repére orthonormé (O, i, 7).

Soit # € R et M (z) le point du cercle trigonométrique tel que angle (&, OM) = x (mod 2x). Alors les
sin

coordonnées de M (x) sont (cosz,sinz). Si cosz # 0, on pose tanz = .
cos

PROPOSITION 3.6. On a les propriétés suivantes :
(1) Pour tout x € R, cos®> z +sin” z = 1.

(2) Les fonctions cos : R — R et sin : R — R sont 2w-périodiques, de classe C* et pour tout v € R,
cos'z = —sinz, sin'z = cosz.

(3) cos est paire, sin est impaire.

a fonction tan est w-périodique, définie et de classe sur 5+ km ke et pour tou
4) L ti t w-périodi définie et de classe C*° sur R\ {§ +km, k€ Z} et tout

1
r € R\{Z +kn, k€ Z}, tan'z =

5 = tan® +1.
cos?

3.2. La fonction arcsinus. La fonction sin n’est pas une bijection de R dans sin(R). Pour définir
une fonction réciproque, il faut restreindre sin & un intervalle ou elle est strictement monotone.
. . . . . ™ T Lo ce .
La fonction sin est continue et strictement croissante sur [—5, 5], elle définit donc une bijection de

T T . T T . . ; ) ) '
[—5, 5] sur sin ([—5, 5]) = [—1,1]. Sa fonction réciproque est appelée arcsinus, notée arcsin
Tomw
in:[-1,1] — I:——, —]
arcsin : [ ] 55
xr +— arcsinx
avec
. . T
y =arcsinz <= x =siny et y € [—5, 5] .

La fonction arcsin est impaire, strictement croissante et continue sur [—1,1]. Elle est dérivable sur

]—1,1], et pour tout = €] — 1, 1],
1
V1I—a?

REMARQUE 3.1. On a toujours sin(arcsinz) = x mais on a arcsin(sinz) = x seulement si x €

arcsin’ =

[—Z,Z]. Par ezemple arcsin(sin(27)) = 0.
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3.3. La fonction arccosinus. La fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, 7], elle
définit donc une bijection de [0, 7] sur cos ([0, 7]) = [—1, 1]. Sa fonction réciproque est appelée arccosinus,

notée arccos
arccos: [—1,1] — [0,7]
T >  arccoszT

avec

y = arccosx < x = cosy et y € [0,7].

La fonction arccos est paire, strictement décroissante et continue sur [—1,1]. Elle est dérivable sur

] —1,1], et pour tout x €] — 1, 1],
-1

REMARQUE 3.2. On a toujours cos(arccosx) = & mais on a arccos(cosx) = x seulement si x € [0, 7).

arccos' ¢ =

Par exemple arccos(cos(—m)) = .

. . . . . T
3.4. La fonction arctangente. La fonction tan est continue et strictement croissante sur ] 5 [,

2
elle définit donc une bijection de ]—g, g[ sur tan (] —g, g D = R. Sa fonction réciproque est appelée
arctangente, notée arctan

T
arccos: R — ]—5,5[

r +— arctanx

avec

T
Yy = arctanz <= ¢ = tany etye]—i,i[,

La fonction arctan est impaire, strictement croissante et continue sur R. Elle est dérivable sur R, et

pour tout z € R,

, 1
arctan’ x = 3
1+
On a
. 7T . T
lim arctanz = ——, lim arctanz = —.
T——00 2 T—+00 2

REMARQUE 3.3. On a toujours tan(arctanz) = z mais on a arctan(tanz) = x seulement si x €
] T

505 [ Par exzemple arctan(tan(m)) = 0.



