INSA Toulouse, Cycle préparatoire

TD Transformée de Laplace
Exercice 1. Transformées de fonctions par Laplace

Calculer les transformées de Laplace des fonctions suivantes, et préciser leur
ensemble de définition :

1- f(t) = sin(wt)H(1).

2- f(t) = e Msin(wt)H(t).

ou H(t) désigne la fonction de Heaviside.

Indice : On s’appuiera sur la transformée de I’exponentielle complexe.

Corrigé

1. En cours nous avons vu le cas cos(wt). Le calcul pour sin(wt) est
similaire. On écrit : 1
_'<€iwt . e—iwt)
21
Par linéarité de 'opérateur £, on a :

sin(wt) =

1

= (£ D) — L))

L(sin(wt))(p)

Or nous avons calculé la transformée de I’exponentielle complexe : £(e™!) =
1
p_zw ' . . . .
Ce qui donne apres simplification des calculs :

w
L(sin(wt R
(sin(w)(p) =
2. On écrit :
1 4 ,
67”8@'77,((,015) = 5(6(*)‘+2W)t _ e(*)\fzw)t)
1



Par linéarité de I'opérateur L, et connaissant la transformée de I’exponentielle
complexe on obtient :
1 21w

E(e_)\tsin(aﬂf))(p) ~ 9 (P2 + 2\p + p?)

avec p? = A2 + w2



Exercice 2. Transformées inverses
Donner 'expression de la fonction originale pour chacune des fonctions sui-
vantes :

1- F(p)—g, ceR.
c d
2- F(p) = — + —, (c,d) € R%
(p) o pn( )
3_F<p):( _a)vaeRaa#p'
4_F<p):<p_a) ,CLER,CL#}?.
1
5—F(p):m,a€R
p
6—F(p):m,a€R
Corrigé

cf Tables fournies.
Exercice 3. Propriétés de base de la transformée de Laplace
Montrer les propriétés suivantes.

1. Théoreme du déplacement.
Si F(p) = L(f(A\t))(p) est I'image de f(t), alors F(p + q) est I'image de
e f(t) .

2. Translation. Pour a > 0,
LISt = a))(p) = e LIf(1)(p)
3. Changement d’échelle. Pour A > 0,
LOEOD)(P) = 3L W) ()

Corrigé
Calculs élémentaires a partir de la définition de la transformée de Laplace.



Exercice 4. Transformées de signaux de base

Représenter graphiquement puis calculer les transformées de Laplace des
fonctions suivantes (fonctions classiques en électricitéé) :

1- Dirac décalé 9,.

2- Echelon unité décalé de a, f(x) = H(x — a).
Soit f(z) =0 pour x < a; f(x) =1 pour z > a.

3- f(x)=1pour 0 <z < a; f(z) =0 pour x > a.

4- Dent de scie périodique.

f(z) =) ¢z —na)

ou p(z) =z pour 0 <z < a; ¢(x) =0 pour z > a.
Exercice 5. Transformées inverses

Calculer les fonctions originales des fonctions suivantes.

_ _6 3+ 8—6p
L. F(p) = %3  9p2—16 | T6p249

2. Fp) = pQEZ;iQO



Exercice 6. Résolution d’Equations Différentielles Ordinaires (EDO)
linéaires

En utilisant la transformation de Laplace, calculer la solution y(t) de cha-
cune des EDO linéaires suivantes.



Exercice 7. Résolution d’Equations Différentielles Ordinaires (EDO)
linéaires

En utilisant la transformation de Laplace, calculer la solution y(t) de
I'EDO d’ordre 2 suivante :

DY)+ 2% 1) 4yt = 1) 120
v = L0) =0

avec f fonction donnée, continue, bornée sur [0, 4o00[. De plus, on sup-
pose que f vérifie les conditions suffisantes d’existence de sa transformée de
Laplace.

Corrigé

Notons F' = L (f) la transformée de Laplace de f. Par hypothese, f
vérifie les conditions suffisantes d’existence de sa transformée de Laplace (cf
théoreme du cours) ; ainsi F est bien définie. On note : U = L (y).

Les conditions y(0) = ¢/(0) = 0 entrainent que :

Ly )(p) =pU et L(y")(p) =p°U

En appliquant la transformée de Laplace a ’équation différentielle vérifiée
par y, en s’appuyant sur la propriété de linéarité de I'opérateur, on obtient :

(P’ +2p+1)U(p) = F(p)

soit : Fip)
p
Ulp) = our —1
(p) TESVER p#
En appliquant la transformée de Laplace inverse, on obtient :
1

y(t) = f(t) x L7

)

(p+1)?
Il reste a calculer la fonction originale de I’élément simple —1

. i (p+1)2°
Pour cela, on utilise la table fournie. Or on a :

tﬂmngpww¢o



Et (théoreme du déplacement), pour F'(p) image de f(t), on a :

Flp+1) =L (e f(1)(p)
D’ou :

ﬁ = L7t e7")(p) pour p # —1

Ainsi, la solution de 'EDO est :

y(t) = /0 f(r)(t—7)e"tdr pour t > 0



Probléme (relativement difficile) : Intégration et transformée de
Laplace.

I) On cherche a calculer 'intégrale I(\) définie par :
“+oo
I\ = / e N/ =302 gy
0

1- Montrer que I(A) est bien définie pour tout A € R.
2- Montrer que 1(0) = /7.

On rappelle que :
+o0
/ exp(—2?)dx = VT
0 2

3- Montrer que I(\) vérifie 'équation différentielle suivante :
I'(A) + 21(X) = 0 pour X €]0, +o0]

4- En déduire I(A).

(Indication : résoudre 'équation différentielle linéaire du ler ordre par la
méthode ”classique” -cf rappels dans le polycopié du cours-).

1)

1- On considére la fonction f(x) = 2=3/2 =1/,
a) Montrer que sa transformée de Laplace F(p) est bien définie pour p €
[0, +00].
b) Calculer F(p).

2- On considere la fonction g définie par :

1 T _
9($>:ﬁ/ y eV dy.
0

Calculer sa transformée de Laplace notée G(p).



