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November 29, 2016

1 TP5: Probléme de moindres carrés

1.1 Objectifs

Le but de ce TP est d’ajuster des parametres d’une fonction de maniére a ce qu’elle approche un ensemble
de données. Prenons 'exemple du nombre total de mégatonnes (Mt) de carbone diles aux énergies fossiles
émises chaque année depuis 1751 (source: http://cdiac.ornl.gov/trends/emis/meth_reg.html). On comprend
Pintérét “vital” d’un modele capable de “prédire” I’évolution dans le temps d’une telle quantité.

L’émission globale de carbone rejetée dans ’atmospheére est mesurée en différents instants t,,, ¢’est-a-dire
qu’a chaque t, correspond une mesure m,, pour 1 < n < N. On note e(x1, ..., Zp, t) la fonction choisie
comme modele. Les parametres x; sont les parametres de la fonction a ajuster au mieux : ce sont les
inconnues du probléeme. Pour évaluer ce jeu de coefficients © = (z1,22,..,2,), on peut minimiser 'erreur
quadratique:
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On cherche ainsi a trouver le jeu de coefficients x qui minimise f. Sachant que f est positive, on cherche
donc le z qui réalise au mieux I’équation f(x) = 0 mais on ne cherche pas & résoudre directement f(z) =0,
car en général cette équation n’a pas de solution.

1.2 Travail de préparation (a faire chez soi)
Si on pose
ro(z) = e(x,t,) — my,

alors chaque r,, est une application de RP dans R et
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Calculer les expressions générales de f, de Vf(z) et de la hessienne H|[f](z), en fonction des vecteurs
suivants :
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et vous montrerez que :
f=05%(R-R)

(Vf)i=(DR;-R) ;
(H[f])ij = (DR; - DR;) + (HR;; - R)



ou (U - V) est le produit scalaire des vecteurs U et V', donné par la formule :
U-V)=U"V=> UV
i
Donner 'expression explicite de r, DR;, HR;;, 0 < 4,7 < 1 pour le modele suivant :
e(xg,z1,t) = xg exp(a1t).
Pour simplifier les equations, vous pourrez utiliser le vecteur E suivant
exp(z1ty)
exp(z1ta)
E= )
exp(z1ty)
1.3 Travail d’implémentation

1.3.1 Traitement du modele non linéaire

Pour résoudre 1’équation V f(z) = 0 associée au modele, nous utiliserons la méthode de Newton, qui s’écrit

dans ce contexte:
2D — (k) | d(k)7

ot z(F) = (m(k), xgk)) et d®) = (d(()k), dgk)) est la solution du systéme linéaire carré 2 x 2

0
Hf (x(k)) d® = —vf (x(k)> .

Vous aurez besoin du fichier TP5-mesures.data (disponible sur la page Moodle du cours) qui contient

toutes les données.

A faire: Le code suivant charge le fichier TP5-mesures.data et le met dans le tableau data.
Affichez le tableau data. La premiere colonne est I’échelle de temps, et vous devez faire en sorte
de changer ’échelle de temps pour que tg = 0, ce qui correspond a retirer la valeur 1751 a tous
les coefficients de la premiere colonne de data.

In [2]: import numpy as np
from numpy.linalg import *
import matplotlib.pyplot as plt
Jmatplotlib inline

myfile = open(’TP5-mesures.data’)
data = np.loadtxt(myfile)

A faire : Finissez d’implémenter la fonction FoncNewt(x,data), ot data est le tableau de taille
[N, 2] calculé précédemment. La fonction doit rendre la valeur de f, la valeur de Vf(z) et la
valeur de la Hessienne H[f](z) quand on choisit :

rn = e(To, T1,tn) —my et e(xo,21,t) = xoexp(wit).

Vérifiez que le programme FoncNewt([11,0.1],data) donne comme réponse :

1.160e + 23 6.443e + 26
Hm( )

- (1276 + 24\
f=101Te+ 24,V = ( ) ’ 6.443¢ + 26 1.790¢ + 30

3.543e + 27



In [ ]: def FoncNewt(x,data):
# a compléter
return [f,gradf,Hess]

f,gf ,Hf=FoncNewt ([11,0.1],data)
print "f :", f

print "gf :", gf

print "Hf :", Hf

A faire : Implémentez P’algorithme de Newton. On commencera & z(*) = (11,0.1) et on arrétera
la méthode quand le nombre d’itérations devient plus grand que nitermax=>500 ou que la norme
de V f devient plus petite que eps=2e-4. Votre algorithme imprimera a chaque itération le numéro
de l'itération en cours, la norme du gradient et la valeur de f.

In [ ]: def Newton_algorithm(xini,data,eps,nitermax):
# a compléter
return [x,niter]

[x,niter] = Newton_algorithm([11,0.1],data,2.e-4,500)
A faire : Visualisez dans un méme graphique les données et votre solution.

In [2]: Ins@rer votre code ici.

A faire : Etudiez l'effet des conditions initiales z(?) sur la précision des solutions.

In [ ]: Ins@rer votre code ici.

1.3.2 Modéele linéarisé

Nous avons implémenté un algorithme qui recherche les valeurs (zg, z1) telles que :

rn = e(Zo, T1,tn) — My,

soit le plus proche possible de 0 pour tous les n, en minimisant la somme des 72.
On peut changer 'algorithme en essayant par exemple de minimiser la somme des 72 avec 7,, défini par :

T = In(e(xo, 1, t,)) — In(my,).
Effectivement, 7,, est nul si et seulement si 7, est nul.

A faire : Vérifiez que, quitte & faire le changement d’inconnue y = (In(xg),x1) vous obtenez
maintenant un probléme de moindres carrés linéaire de la forme :

min [[ My — 5|
Y

avec une matrice M et des données s que I'on déterminera.

A faire : Créez une matrice M de taille [N, 2], dont la premiere colonne est remplie avec des 1,
et la seconde avec les t,, 1 < n < N. Créez le vecteur s de taille [N, 1] rempli avec les In(m,,).
Résoudre le systeme des équations normales associées a la matrice M et au second membre s.

In [1]: Ins@rer votre code ici.

A faire : Ajouter a la figure précédente cette nouvelle solution. Comparez les valeurs de f pour
chaque solution.

In [2]: Ins@rer votre code ici.



1.3.3 Modeéle linéarisé pondéré

La fonction logarithme a tendance a écraser les grandes valeurs. On va pondérer I'approche linéaire en
multipliant chaque équation du systeme surdéterminé Mx = s pas la mesure m,, qui lui est associée, c’est-
a-dire que l'on va résoudre le systeme Mz = §, ou la i¢™¢ ligne de M (resp §) est juste la i°™€ ligne de §
multipliée par m;.

A faire : Calculer la nouvelle solution. Comparer graphiquement et numériquement les solutions.
In [2]: Ins@rer votre code ici.

A faire : Une des deux approches linéaires permet-elle d’initialiser la méthode de Newton utilisée
pour le traitement initial ?

Insérer votre réponse ici.
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