Corrigé M154 SR

Corrigé TD M154 : Autour de la diagonalisation

Corrigé exercice 1

1. Le polynéme caractéristique :

Ici nous obtenons xg(A) = A2 4+ 1 = (A —4)(\ + ) Nous avons donc deux valeurs propres A\; = i
et Ao = —i. Le polynéme caractéristique est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

2. Le sous espace propre associé Ap :

(;) € SEP(B,i) < B (;) =i (;)

<x> € SEP(B,i) @{ wtdy = i
y —iy = iy

(5) € SEP(B,i) & y=0

SEP(B,i) = Vect(1,0)

3. Le sous espace propre associé a Ag

(;) € SEP(B,i) < y=0

SEP(B,i) = Vect(1,0) € SEP(B,—i) < B (5;) I (g)

(f“) € SEP(B, —i) @{ wtdy = i
y —iy = —iy

-1
(g) € SEP(B,~i) &y = S-w

SEP(B,—i) = Vect(1, _71)

4. Conclusion

—1
Nous avons alors une base de vecteurs propres avec Vi = (1,0) et Vo = (1, 7) et par suite la

matrice de passage P s’exprime par :

Corrigé exercice 2
Le polynome caractéristique de A est A\? — ab.
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Corrigé M154 SR

1. Si ab > 0, alors il se factorise en (A — Vab)(\ + Vab). Autrement dit, A admet deux valeurs
propres distinctes, et donc A est diagonalisable.

2. Siab=0,
(a) alors si a =b =0, A est déja diagonale.

(b) Sia=0etb+#0 (ou symétriquement si b = 0 et a # 0), la seule valeur propre de A est 0,
et donc si A était diagonalisable, elle serait égale & la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas.
Donc A n’est pas diagonalisable.

3. Enfin, si ab < 0, A n’admet pas de valeurs propres, et donc A n’est pas diagonalisable.

En résumé, on a prouvé que A est diagonalisable si et seulement si ¢ = b =0 ou ab > 0.

Corrige exercice 3
& VIDEO Corrigé Exercice 3 M1S4

1. Le polynéme caractéristique de A :

A -1 -1
xaA(A)=det| =1 X -1
-1 =1 A

En développant suivant la premiére colonne nous obtenons
A -1 -1 -1 -1 -1
XA(A)-Adet( 1 >+det< 1 >d€t< I )

XA =AM 1) = A—1-(14+XN)=X-31-2

Ainsi
—1 est solution évidente de polynome caractéristique, ainsi par factorisation nous obtenons :
xa() = A+1)%)(A -2)

Nous avons donc deux valeurs propres A\; = —1 et Ay = 2, déterminons les sous espaces propres
associés.

2. Sous espace propre associé a Ap :

T x T

y| € SEP(A,-1) < Aly]|l =(-1) |y

z z z
T Yy+z=-—-x
y| e SEP(A,-1) & x4+2=—y
z TH+y=-—2
T
y| €SEPA-1)<{2+y+2=0
z

1l s’agit donc d’un plan vectoriel :

SEP(A,—1) = Vect((1,-1,0), (0,1, —1))
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Corrigé M154 SR

3. De méme pour le sous espace propre associé a Ay :

x x x
y| e SEP(A2)Aly| =21y
z z z
T Y+ z=2zx
y| € SEP(A2) & z+2=2y
z r+y=2z
v =z
y ESEP(A,Q)@{ v=
z ==Y

SEP(A,2) = Vect(1,1,1)

4. Conclusion :
A est donc diagonalisable car son polynome caractéristique est scindé et dim(SEP(A,—1) = 2
or —1 est racine double de x4 et dim(SEP(A,2) =1 et 2 est racine simple de y 4.

Ainsi
A=pPDpP!
avec
1 0 1
P=|(-1 -1 1
0 1 1
-1 0 0
D=0 -1 0
0 0 2

Corrigé exercice 4

1. (a) Le polynéme caractéristique

XA()\):det( _AQ A__11>

AN =AA=1)=2=X2-A-2=A+1(A-2)

x4 admet donc deux racines simples \;y = —1 et Ao = 2. Comme le polynéme caracté-
ristique est scindé & racines simples nous pouvons donc en conclure que la matrice A est
diagonalisable.

(b) Le sous espace propre associé a Aj

() esmraneaG) =)

x Oz+y = —=z
SEP(A, -1
(y)e (4, )®{2x+y = —y
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Corrigé M154 SR

(;j) € SEP(A,-1) & y=—x

SEP(A,—-1) =Vect(1,-1)

(c) Le sous espace propre associé a Ao

@) € SEP(A,2) & A (“;) =2 (5)

T Ox+y = 2z
SEP(A)2) &
(y)e (4,2) {21‘+y = 2y

(Z’) € SEP(A,2) &y =2

@) € SEP(A,2) & (‘;) = <2‘1;>)

SEP(A,2) = Vect(1,2)

(d) Conclusion
Nous avons alors une base de vecteurs propres avec Vi = (1, —1) et Vo = (1,2) par suite la
matrice de passage P s’exprime par :

(42

B 1 (-1 0
A=PDP avec D-( 0 2

Note : nous avons d’abord inscrit sur la diagonale de D la valeur propre —1 car la base de
vecteurs propres commence avec un vecteur propre associé a cette valeur propre.

A )= o )= (i)
Un+1 2Up, + Unt1 Un+2

Par une récurrence immédiate, nous en déduisons que

Cuy )= ()
Un+1 Uy

Or de l’écriture A = PDP~! nous obtenons que :

A" = pp"p1
Cam ) =2 (77 ) ()
g1 )
1

= (1" (200 — ) + 2" + )]

Ainsi

Ainsi par calcul matriciel,
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Corrigé M154 SR

corrige exercice 5

1. (a) Le polynéme caractéristique :

A 1 -1
xa(A) = -1 A—=2 3
-1 -1 X+2

En développant suivant la premiére colonne nous obtenons
A—2 3 1 -1 1 -1
XA()\)—)\det< 1 /\+2>+det<_1 )\+2>—det<)\_2 3 )
XAQA) =AN -1+ A+1)—(A+1)

xa(A) = AA =1DHA+1)

A admet trois valeurs propres distinctes dans un espace de dimension 3 donc A est diago-
nalisable. Posons A1 =0, Ays =1 et A\3 = —

(b) Le sous espace propre associé a la valeur propre A\

T T 0
y € SEP(A,0) < Aly| =10
0

z

—-y+2=0
y € SEP(A,0) &< 24+2y—32=0
x4+y—22=0)

y==z
y € SEP(A,0) &< z—y=0
x—y=0)

x
y) € SEP(A,0) & X = (z,z,x),z € R

SEP(A,0) = Vect(1,1,1)

(c) Le sous espace propre associé a la valeur propre Ay

T x x
y| e SEP(A 1) Aly| =1y
z z z
x —y+z=x(1)
y| € SEP(A1) & ¢ =+ 2y —3z=y(2)
z r+y—2z=2(3)

Les equations (2) et (3) sont les mémes, puis en ajoutant (1) et (2) nous avons
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Corrigé M154 SR

T —rz—y+2=0
y| € SEP(Al) &< z=

z y=—x

x x x

y|l e SEP(A ) e, |yl =|—-2]zeR
z z 0

SEP(A,1) = Vect(1,-1,0)

(d) Le sous espace propre associé a la valeur propre As

X T -
y| eseri, e aly)| =y
z z —z
z r—y+2z=0
y| € SEP(A,-1) &< z+3y—32=0
< r+y—2=0
X v =
y | € SEPA, -1) { =
y==z
z
Z T 0
z Zz Y
SEP(A,1) = Vect(0,1,1)
(e) Conclusion
A=PDpP!
avec
1 0 O
P=11 -1 1
1 0 1
00 O
D=101 0
00 -1
2. /
yi(t) = yi(t) = A t
yo(t) = y2(t) << 4o(t) = Be
y3(t) = —ys(t) y3(t) = Ce™t

avec A, B, C trois réels.
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3. Le systéme(S) proposé est équivalent a

(S) e X'= AX = PDP'X
()< P'X'=DP'X

En posant Y = P71X,
(S) &Y' =DY

Or ce systéme a été résolu a la question précédente, ainsi comme X = PY nous obtenons par
calcul matriciel :

z1(t) = —y1(t) + 12(t) = A+ Be'
Ta(t) = —y1(t) — y2(t) + y3(t) = A— Be' + Ce™!
z3(t) = y1(t) + y3(t) = A+ Ce™!
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