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Introduction

On veut définir I'intégrale d’'une fonction f, définie sauf au plus en un
nombre fini de points d’un intervalle /, dans les cas suivants :

e lintervalle d’intégration / est non borné : [ = |—oo, +o0o[ ou / est
une demi-droite,

¢ la fonction f ne reste pas bornée lorsque x — a € , le point a
pouvant étre a l'intérieur de / ou une extrémité de /.

Grace a la relation de Chasles, on se ramene toujours a I'une des
deux situations suivantes :

@ lintervalle / est de la forme [a, +oo[ ou | = ]—0, a], @a € R;
@ l'un des cas suivants :

e [ =]a, b] et f(x) ne reste pas bornée lorsque x — aou
e | =[a, b[ et f(x) ne reste pas bornée lorsque x — b
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Introduction

Les secondes situations de (1) et (2) se traitent exactement comme les
premiéres. Nous allons donc examiner celles-ci, les adaptations étant
immédiates pour les cas | =] — oo, g] et | = [a, b[ et f(x) ne reste pas
bornée lorsque x — b. La figure suivante donne les deux cas
génériques qui ne rentrent pas dans le carde des intégrales simples.

Fonction non bornée en a Intervalle d’intégration non borné
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Définition

Définition
Soit f une fonction que 'on veut intégrer sur | =|a, b], qui n'est pas
bornée lorsque x — a:
Si
@ la restriction de f sur tout intervalle [x, b], avec x €]a, b, est
intégrable : Vx €la, b[, f € Z([x, b])

Q vxe€la bl F:x— ff f(t)dt admet une limite finie ¢ quand x — a

alors l'intégrale généralisée |. : f(t)dt est convergente.
La limite ¢ est appelée intégrale généralisée (ou impropre) de f entre
aet b et notée

b b
/a f(t)dt = lim /X f(t)dt = lim F ().
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale est divergente.
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Définition

Soit f une fonction que I'on veut intégrer sur | = [a, +oo] : Si

@ la restriction de f sur tout intervalle [a, x], avec x > a, est
intéegrable : Vx > a, f € Z({[a, x])

Q vx > a, F:x+— [ f(t)dt admet une limite finie ¢ quand x — ~+oo

alors l'intégrale généralisée | ab f(t)dt est convergente.
La limite ¢ est appelée intégrale généralisée (ou impropre) de f entre
aet b et notée

b X
/f(t)dt: lim / f(t)dt = lim F(x).

X——+00 X——+00

On dit que l'intégrale est divergente si F(x) ne tend pas vers une limite
finie lorsque x — +oc.
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Remarque

Par commodité, on utilise souvent la notation

/ab f(x) dx ou /:OO f(x) dx

pour désigner une intégrale généralisée que I'on veut calculer ou étu-
dier méme si on ne sait pas a priori si elle est convergente.

Etudiez la nature de [ 1dx et [ 1 dx

C. Maugis-Rabusseau (INSA) 8/24



Intégrales de Riemann

Pour tout réel a > 0 :

a1
/ o dx est convergente ssi a < 1.
0

+oo o )
/ — dx est convergente ssi « > 1.
a X
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Propriétés

Proposition

Pour tout c tel que a < ¢ < b, l'intégrale généralisée f: f(t)dt, avec f
non bornée lorsque x — a, est convergente si et seulement si fac f(t)dt
est convergente et

/ab f(t)alt = /ac (t)alt + /Cb (t)at.

On a de méme, pour tout ¢ tel que ¢ > a, lintégrale généralisée
f;oo f(t)dt est convergente si et seulement si f;o" f(t)dt est conver-

gente et
—+o00o (o] “+o0o
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt.
a a (o]
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Propriétés

Proposition
Soit f et g deux fonctions vérifiant les conditions générales de la

proposition précédente. Si f: f(x) dx et f: g(x) dx sont toutes les
deux convergentes, pour tous réels \ et u, lintégrale généralisée

b
/ M(x) + ng(x)dx converge et on a
a

/b/\f(x) + pg(x)dx = A/bf(x) ax + u/bg(x) dx.

C. Maugis-Rabusseau (INSA) 11/24



Propriétés
—+00
Si

(x)=¢+#0,¢eRalors / f(x)dx diverge.

lim f
X——+00 a

Remarque

+oo
Attention, m f(x)=0 ¢>/ f(t)dt est convergente.
a

li
X——+00

.1
Par exemple : lim — = 0 et pourtant
X—+00 X
X dt
/a & =In(x) ~In(a) —» oo

+oo 1
donc/ —dx diverge.
a X
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e Convergence absolue
@ Intégrales de fonctions positives
@ Absolue convergence
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Résultats pour fonctions positives

Théoreme

@ Soit f > 0 sur Ds)]a, b]. Lintégrale généralisée
b b
/ f(1)dt CV < IM € R, / f(1)dt < M, vx €la, bl.
a X

@ Soient fet gt.q. 0 < f(x) < g(x), Vx € D¢(\Dg(]a, b), alors

b b
o si/ g(x)dx converge alors/ f(x)dx converge.
a a

b b
e Si / f(x)dx diverge anrs/ g(x)dx diverge.
a a
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Résultats pour fonctions positives

Théoreme

@ Soient f et g t.q f(x), g(x) > 0 pour tout x € Df(Dg(]a, b] et
f(x)

lim —=% =/ cR. Alors
x—a g(x)

b b
{>0= / f(x)dx et / g(x)dx sont de méme nature.
a a

© En particulier, si f(x) :g(x) alors

b b
/ f(x)dx et / g(x)dx sont de méme nature
a a
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Résultats pour fonctions positives

Théoreme

@ Soit f > 0 sur Ds([a, +ool.
+oo X
/ f()dt CV < IM € R, / f(t)dt < M, Vx € [a, +oo].
a a

© Soient f et g deux fonctions vérifiant
0 < f(x) < g(x), Vx € D¢\ Dg([a, +oo[, alors
+o0

+o0
o si / g(x)dx converge anrs/ f(x)dx converge.
a a

“+oo

+o0
e Si / f(x)dx diverge anrs/ g(x)dx diverge.
a a
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Résultats pour fonctions positives

Théoreme

@ Soient f et g t.q f(x) et g(x) > 0 pour tout x € D Dg([a, +c<l,

et lim M =/ c R. Alors
x—+o0 g(X)

+o0 +o0
>0= / f(x)dx et / g(x)dx sont de méme nature
a a

@ En particulier, si f(x) o g(x) alors

+oo +o0
/ f(x)dx et / g(x)dx sont de méme nature
a

a
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Résultats pour fonctions positives

Remarque
Il est évident que si une fonction f est négative alors —f est positive et

‘
]
]
]

b
les mtegrales/f dxet/( f)(x)dx seront de méme nature.

Les résultats de ce paragraphe seront encore valables pour des
fonctions négatives.

Exemple
Etudiez la nature de [ ¢

X m(X) avec a > e, selon les valeurs de a.
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Convergence absolue

sgr o tan

Théoreme-Définition

Si  lintégrale généralisée f:o" |f(x)|dx est convergente alors
.7 f(x)dx est convergente.
On dit alors que l'intégrale f:“’ f(x)dx est absolument convergente.

Si l'intégrale généralisée fab |f(x)|dx est convergente alors fab f(x)dx

est convergente.
On dit alors que l'intégrale ff f(x)dx est absolument convergente.

+00 @i
L sin x
Etudiez la nature de / 7dx
1
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Convergence absolue

Remarque

Attention : une intégrale généralisée peut étre convergente sans étre
absolument convergente. On dit alors qu’elle est semi-convergente.
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Considérons l'intégrale généralisée

+00 i
Sin x
/ SINX .
0 X
nx

, _ : - . Si
C’est une intégrale simple au voisinage de x = 0 car I|m0 = 1.
X—

Le probleme ne se pose qu’au voisinage de l'infini. Comme la
convergence de l'intégrale ne dépend pas de la borne x = 0, on va

étudier celle de .
% sinx
——adx
- X

pour ne pas introduire une difficulté qui n’en est pas.
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On regarde d’abord si cette intégrale est absolument convergente.
Comme |sinx| < 1,ona

|sin x| _ Isinx]

X X

Mais |sin x| = sin? x = (1 — cos(2x))/2 et donc

a |ai 2 a a
1 2
/ |sin x| dx:;/ dx—;/ cos( X)dx.
™ X ™ X s X

On calcule la 1°™ intégrale et on intégre par parties la seconde

a |qj 2 . a .
/7r |SII’;X| dx = Lin(a/m) — 1 <sm;23) +/7r sm)gx)dX)‘
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+00 g
Comme w —, I mtegrale/ ﬂ
X ™

convergente et dOﬂC

a aj 400
lim / S'”(ZX)dXZ/ Sin(2X) 4y ¢ R,

dxest absolument

a——o0 X2 X2
Il vient donc
a 400 Qf
. sin x sin (2x
i[5 ooy [N
a—-+oo X - X

Des criteres de comparaison pour les fonctions positives, on déduit
que

a
n
/ |SIXX| dx est divergente

o0 sin x ,
et donc de n’est pas absolument convergente.
0
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: . [T sinx
On regarde maintenant si de est convergente.

K
IPP : i —a 5
sin x —cosx |~ COoS X
[y [mos| T [reos g
- X X wer Jx X
Comme |cos x| /x? < 1/x2, l'intégrale correspondante est absolument
; +o° sin x
convergente. |l en résulte que de est convergente et

s

100 qij +o0

sinx 1 COS X
/ —dx=—— —/ de.
,r X T x X

.. [T®sinx , .
Ainsi, de n’est pas absolument convergente mais converge.
0
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