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e Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

0 Applications
@ Calcul de A™
@ Etude des suites récurrentes
@ Reésolution de systemes linéaires différentiels du premier ordre

C. Maugis-Rabusseau (INSA) 2/27



Diagonalisable

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n.
On note £ = (eq,- -, en) une base de E.

Soit f € L(E). Réduire un endomorphisme f, c’est chercher une base
de E dans laquelle la matrice de f sera la plus “simple” possible, le
mieux que I'on puisse espérer est que la matrice soit diagonale.

Définition
Un endomorphisme f de E est diagonalisable s’il existe une base de
E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
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Diagonalisable

Supposons gu’une telle base existe, notons-la V = (vq,- -, vp).
Alors
M O -+ 0 O
0 X . : 0
Mat(f,V)=1: -. - :
0O -~ 0 XNq4 O
0O 0 -~ 0 A\

Ainsi, pourtout i € {1,2,--- ,n}, f(v;) = \iv;.
Les \; sont appelés des valeurs propres, les v; des vecteurs
propres.
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o Valeurs propres, vecteurs propres
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Valeurs propres, vecteurs propres

Définition

On appelle valeur propre de f un scalaire A de K tel qu’il existe un
vecteur v de E non nul tel que f(v) = Av.

Le vecteur v est appelé vecteur propre de f associé a la valeur
propre A.

On appelle spectre de f 'ensemble des valeurs propres de f. On note
cet ensemble Spec(f).

Remarque

Cette définition reste valable méme lorsque E est de dimension infinie.

Exemple

Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de I'endomor-
phisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est
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Sous-espaces propres

Soit A € K. Onnote E) = {v € E, f(v) = A\v} = Ker(f — \idE).
E, est un sous-espace vectoriel de E.
A € Spec(f) alors E\ # {0g} et dans ce cas, on I'appelle le sous-

espace propre de E associé a \.
Si A & Spec(f) alors Ex = {0g} .

Déterminez les espaces propres de I'endomorphisme f de R? dont la

matrice est
7 —12
(1 %)
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Sous-espaces propres

Proposition

Soient f € L(E) et A € Spec(f).

Alors E) est stable par f (c’est-a-dire f(Ey) C E)).

On peut donc définir f,, la restriction de f a E,, dont la matrice dans
une base quelconque de E) est :

A0 O --- 0
0 X O 0
O --- 0 X O
0O 0 ... 0 X
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Théoremes

Théoreme

Soit f € L(E) avec Spec(f) = {A1, A2, -+, Ap}.
f est diagonalisable <= 3 une base de E formée de vecteurs propr:
<~ E:E)q@E/\z@'“@E)\p.

Soit \¢ et \» deux valeurs propres distinctes de f.

Alors Ey, N E\, = {0g}, soit E\, @ E,,.

De méme, si A1, -, \p sont p valeurs propres distinctes deux a deux
alors E)\1 @ E)\z @ 200 @ E)\p.

Conséquences immédiates :

@ f posséde au maximum n valeurs propres.

© Si f possede n valeurs propres distinctes avec n = dim(E) alors f
est diagonalisable.
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e Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres
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Recherche des vp et ﬁ

Théoreme

A € Spec(f) < det(f — Aidg) = 0.

Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de I'endomor-
phisme f de R dont la matrice dans la base canonique est

1 1 A
B=(1 -1 1].
1 1 -
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Polyndme caractéristique

Théoreme-Définition

Soit f € L(E). Soit A = (&j)(ijef1,2,...n32 = Mat(f,£). On définit la
fonction Py(x) par

Pt(x) = det(f — xidg) = det(A — xI,).

Cette fonction est une fonction polynémiale de degré n (ou dim(E) = n),
qui s’écrit :

Pa(x) = (=1)"X" + (=1)" " Tr(A)x" " + .- . + det(A).

Elle s’appelle le polynéme caractéristique de A.

—1 1
Calculez PgouB=1 1 -1 1
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Polynéme caractéristique

Théoreme

Deux matrices semblables ont le méme polynédme caractéristique.
Par conséquent, si f € L(E), on définit le polyndme caractéristique de

f par P; = Py, ou A est la matrice de f dans une base quelconque de
E.

ATTENTION : La réciproque est fausse en général.
En résumé, on a donc :

Théoreme
Les valeurs propres de f sont les racines dans K de P.

Si Pr est scindé sur K(= toutes ses racines sont dans K) alors, si
dim(E) =n,ona:

@ f a exactement n valeurs propres, distinctes ou non.
© La somme des valeurs propres vaut Tr(A).

© Le produit des valeurs propres vaut det(A).
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Soit A € Spec(f). On appelle multiplicité de la valeur propre \ I'ordre
de multiplicité de A en tant que racine de P;. On la note m,.

Théoreme

e Si \ est une valeur propre de f de multiplicité m, alors
1< dlm(E)\) < m,.

e Si )\ est une valeur propre simple de f (i.e my = 1) alors
dim(E)) = 1.
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9 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables
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Caractérisation des endom. diagonalisables

Théoreme

Soit f € L(E). On note m, la multiplicité de la valeur propre .

P; est scindé dans K

f est diagonalisable <+ { VA € Spec(f), dim(Ey) = m.

Corollaire

Si P; posséde n racines distinctes alors f est diagonalisable.
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@ Soient A} = <Z __172> et A, = (_01 8)

Les endomorphismes f; et f, de R? dont les matrices dans la base
canonique sont respectivement Ay et A, sont-ils diagonalisables ?

1 1 A —4 0 -2
Q SoientB;=| 1 -1 1 |etB=(0 1 0 |.
1 1 5 1 3

Les endomorphismes f; et f, de R® dont les matrices dans la base
canonique sont respectivement By et B, sont-ils diagonalisables ?
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0 Applications
@ Calcul de A™
@ Etude des suites récurrentes
@ Résolution de systémes linéaires différentiels du premier ordre
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Soit f € L(E) dont la matrice dans la base canonique est A € M;(K).
On suppose que A est diagonalisable. Alors il existe P € GL,(K) et
D = Diag (M, A2, -+, \p) telles que

D=P 'AP ou A= PDP'.
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Calcul de A™

A" = (PDP~" = (PDP~')(PDP~')...(PDP~)

m fois
= PD(P~'P)D(P~'P)-..(P~'P)DP

m fois

= PD"PT,

avec D = Diag (AT, A7, -+, A7).
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-1 1 A
Calculez B™ ou B = ( 1 -1 1 ) etmeN.
1T 1 -

1 1 0
B est diagonalisable et il existe P = (1 0o 1 ) telle que

1 -1 —1
1 1 A
2 -1 —1].
1 2 -1

Wl =

0O 0 -2
On adonc :

1 0 0
B™ = P[0 (-1)m2m 0 P
0 0 (—1)mam

’ 1+(_1)m2m+1 1+(_1)m+12m 1+(_1)m+12m
3 14 (=1)™12m A 4 (—1)m2m+T 4 4 (—1)mti2m
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Etude des suites récurrentes

On cherche les suites réelles (Un)nen, (Va)nen €t (Wn)nen telles que
(ug, vo, Wo) € R3 et pour tout n € N,

Upt1 = —Un+Vp+ Wy
(S) Vn+1 - Un - Vn + Wn
Wpniyi =  Up+Vp— Wp

Nous devons trouver pour tout entier n 'expression de up, v, et w, en
fonction de n, ug,vp et wp.

Un
On définit pour tout entier n la matrice colonne X, = | v, | etalors:

Whn

On vérifie facilement par récurrence que Vn € N, X, = B"X;.



Etude des suites récurrentes

D’aprés les calculs précédents on obtient :

Un
X n — Vn
Whn

14 (=12t L (—1)rH12n {4 (—1)rt12m\
14 (=1)™127 1 (=1)n2™ (=127 ] | w
1+(_1)n+12n 1+(_1)n+12n 1+(_1)n2n+1 Wo

(1 + (=1)"2"1) + (vo + wo)(1 + (=1)"127)

1)
= 7 | W1+ (=1)"2"1) + (uo + wo)(1 + (=1)"12") | .
3 )

—

wo(1 + (=1)"2"7) + (o + vo)(1 + (=1)"12")
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Résolution de syst. lin. diff. du 1er ordre

Soit a résoudre le systéme différentiel suivant :

X'(t) = —x(t)+y(t) + z(t)
(S){ y't) = x(t)—y(t) + z(t)
Z(t) = x(t)+y(t)—z(1)
ou x, y et z sont trois fonctions dérivables définies sur R.
x(1) J X(t)
Soit X(t) = | y(t) |. Alors EX(t) =X'(t)= | y'(t) | etle systéme
(1) Z'(1)
(S) s’écrit
-1 1 1
X(t)=BX(t) ou B=| 1 -1 1 |.
T 1 -
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Résolution de syst. lin. diff. du 1er ordre

B étant diagonalisable, il existe une base V = (v4, 2, v3) dans laquelle

1 0 O
la matrice s’écritD= |0 -2 0 |.

0 0 -2

1(1)
Notons Xi(t) = ( 1(t) | la matrice colonne des coordonnées de
zy(t

)
(x(),y(t),z(t)) dans la base V.

d xi(1)
Nous avons aX1(t) = X{(t) = | yi(t) | et
Z{(1

1 1 0
X(t) = PXi(t), X'(t)= PXi(t) avec P= (1 0o 1 ) .
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Résolution de syst. lin. diff. du 1er ordre

En injectant ces relations dans le systeme (S) on obtient :
(S) < PX|(t) = BPXi(t) < X|(t) = P~1BPX;(t) = DX(t),

ou D est diagonale.
Ainsi

(S) < Xj(t) = P 'BPX(t) = DXi(t)

{’G’(t) = x(f)
= ¢ ) = —2n()
Zi(t) = —2z(1)
X1(t) = Xoet
= {y1(t) = ye
zi(t) = Zoe_Zt

ou Xp, Yo,Zo Ssont des constantes arbitraires.
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Résolution de syst. lin. diff. du 1er ordre

Les fonctions x, y et z solutions de (S) sont données par

x(1) 11 0 Xoe!
xm(ym) ; (1 : 1)(y)
z(t) 1 -1 -1/ \ze?

xoe! + ype 2t
= xo€! + zoe 2! .

xo€' — (Yo + 29) e~ 2!
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