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Espace vectoriel - Définition

"o,

Soit un ensemble E muni d’une loi interne ” +" et d’une loi externe "." :
+ : ExE — E KxE — E
et
(vi,v2) — Vvi+Ww (A\v) — v

(E,+,.) est un espace vectoriel sur le corps K si :

@ (E,+) est un groupe commutatif

(+ est interne, commutative, associative, existence d’un neutre et d’'un symétrique pour
tout élément de E),

Q laloi externe "." est telle que V(vy, o) € E2, V(\, u) € K?,
Q )\.(V1 =F V2) = AV + Ao,
(2} (/\+M).V1 = A\.Vi + p.vy,
(3] (/\,[L).V1 = )\.(u.V1),
(7] 1K.V1 = V.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs,
ceux de K des scalaires.
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@ R" est un espace vectoriel réel pour les lois + et . définies par :
VAER, YV (X1,X2,...,Xn) € RV (y1,¥2,...,¥n) € R"

(X1,X2;---7Xn)+(Y1;YZ7---aYn) = (X1+,V17X2+}’2a---axn+}’n)
A(X1,Xo,...,Xn) = (AX1,A\Xo,..., A\Xp).

© Lensemble R[x] des polyndmes a coefficients dans R muni des
lois + et . habituelles a une structure d’espace vectoriel sur R.

© Lensemble M,(RR) des matrices a n lignes et p colonnes muni
des lois + et . habituelles a une structure d’espace vectoriel sur R.

© Soit / un ensemble et F un espace vectoriel sur R. Lensemble
F (I, F) des applications de / dans F muni des lois + et .
habituelles a une structure d’espace vectoriel sur R.

© Lensemble des suites réelles muni des lois + et . habituelles a
une structure d’espace vectoriel sur R.
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Remarques

Remarque

Soit (E, +, .) un espace vectoriel sur K.
Soit (x, y) € E?, soit (\, u) € K2. Alors

AX—y) = Ax—A\y
(A=p).x = AX—px

Théoreme

AX=0g< A=0koux=0g.
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Sous-espace vectoriel - Définition

Soit (E, +, .) un espace vectoriel sur K.

Soit F un sous-ensemble non vide de E.

(F,+,.) est un sous-espace vectoriel (s.e.v) de E sila restriction des
lois de E a F fait de F un espace vectoriel sur K.

Théoreme

Soit F un sous-ensemble de E.

F#0
VAeK, V(x,y) € F?, \x+ycF

Remarque

@ F sous-espace vectoriel de E implique O € F.

© Pour montrer que (F, +,.) est un espace vectoriel, il est plus facile
de montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’'un espace
vectoriel déja connu.

F estuns.ev de E «— {

C. Maugis-Rabusseau (INSA) 8/33



@ Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur K, alors E et {0g} sont des
s.e.v de E.

© Lensemble C(/,R) des applications continues de / vers R est un
s.e.v de F(I,R).

© SineN,I'ensemble R,[x] des polyndmes de R[x] de degré
inférieur ou €gal a n est un s.e.v de R[x].

Q F={(x,y) e R? x =0} estuns.e.v de R

Q@ H={(x,y) € R2 xy =0} nest pas un s.e.v de R2.
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Intersection de s.e.v

Théoreme

Soit F et G sont deux s.e.v d’'un K-espace vectoriel E. Alors F N G est
un sous-espace vectoriel de E.
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Vect - Définition

Soit n € N* et (xq, X2, -+, Xp) € E".
On dit que x € E est combinaison linéaire de x, xo, - - - , X, S'il existe
(M, A2, -+, Ap) € K™ tel que

n
X =MX{ + AoXo + -+ + ApXp = Z)\,’X,’.

i=1

Soit A une partie de E.
On note Vect(A) le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vec-
toriel de E contenant A.

On dit aussi que Vect(A) est le s.e.v engendré par A.
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Vect

Soit A une partie de E.
Q@ Vect(d) = {Og}.
©Q Si A +# () alors Vect(A) est 'ensemble des combinaisons
linéaires d’éléments de A :

El(>‘17)‘2a t ’)\n) € Kn7
Vect(A) = < x € E| 3(xq,X2, -+, Xpn) € A",
X =304 AiX;
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Q Soit F = {(x,y,z) € R3;x —y =0} un s.e.v de R®.
Déterminez B C R3 tel que F = Vect(B).

@ Soit I'équation différentielle linéaire (£) y" — 3y’ +2y = 0.
Si fi(x) = e* et fz(x) = X alors les solutions de (&) sont
Sol(&) = {\fy + ufy, (\, p) € R2}.

Trouvez A pour que Sol (£) = Vect(A).
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Sommes de s.e.v

On définit la somme de deux sous-espaces vectoriels F et G de E par

F+G = {zeE‘EI(x,y) eFxG;z:x-i-y}:Vect(FUG).

Soit F = {(x,y) € R%;x =0} et G = {(x,y) € R?; y = 0}.
Déterminez F + G.
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Sommes de s.e.v

Proposition
Notons F,G et H trois sous-espaces vectoriels de E. Lopération
somme de deux s.e.v a les propriétés suivantes :
Q F+(G+H)=(F+G)+H.
On dit alors que la loi " + " est associative.
On note F + G + H la somme des trois sous-espaces vectoriels.

Q F+ G= G+ F,laloi + est donc commutative.
Q F+{0g} ={0e}+F=F.

QF+F=FmaisF+G=F+H#G=H.
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S.e.v supplémentaires

Définition

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
La somme F + G est directe si F N G = {0Og}.
On note alors F & G.

Définition
Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires
dans E si les assertions suivantes sont vérifiées

i) E=F+ G,

ii) la somme est directei.e. FN G = {0g}.
On note alors E = F & G.

Théoréme
E=FaG<—=VxecEy,z)e FxGx=y+z
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© Lesespaces F = {(x,y) cR?> x =0} et G= {(x,y) € R,y = 0}
sont-ils supplémentaires dans R? ?

@ Soit E = F(R,R). On considére F le sous-ensemble des fonctions
paires et G le sous-ensemble des fonctions impaires. Vérifiez que
F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Sont-ils
supplémentaires dans E ?
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S.e.v supplémentaires

Si Eq, Ep, - -+, Ep sont des sous-espaces vectoriels d’'un espace vecto-
riel E, on dit que la somme F = Eq + E» + - - - + Ep est directe si

VveF, 3l (vi,vo,--- ,Wp) EEyxEax - X Epiv=vi+ Vot + V.

p
Danscecasonnote F = E; & E; & --- @ E, ou encore F = @ E;.
i=1

Soit Eq, Ep, - - - , Ep_1, Ep des sous-espaces vectoriels d’'un espace vec-
toriel Etelsque F = Ey @ E; © --- © Ep_1. Si F et Ep sont en somme
directe alors la somme Eq + E, + - - - + Ep est directe. Autrement dit,

(EioEad - 0E, )0E=E oo - ®E.
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e Famille génératrice, famille libre, base
@ Définitions
@ Propriétés
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Soit / et E deux ensembles. On considére une application qui a tout i
dans / associe un élément de E noté x;. Cette application définit une
famille que 'on note (X;)jc;-
La famille (x;);c; est finie si I est un ensemble de cardinal fini, elle est
infinie dans le cas contraire.

Remarque

Les x; ne sont pas nécessairement distincts. Si / = {1,2,--- , n} alors
la famille (x;);c; représente le n—uplet (xq, X2, - -+ , Xn).
A ne pas confondre avec I'ensemble {xy, X2, -+ , Xn}.
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Famille libre, famille génératrice, base

Soit A = (x4, X2, - - - , Xp) une famille non vide de E.

e A est une famille génératrice de E si E = Vect(A).
On dit aussi que A engendre E.
Tout élément de E est donc une combinaison linéaire de vecteurs
de A.

o La famille A est libre si V(\, Ao, -+, Apn) € K",
MXy+XoXo+ -+ ApXn =0 = A{ =Xo=--- = A = 0.

On dit aussi que les vecteurs x; sont linéairement indépendants.
e Aestliée sielle n'est pas libre : (A, Ao, -+ , Ap) € K" tel que

AMXy+ApXo++ -+ AnXn = 0g et (A1, A2, -+, An) # (Ok, Ok, - -+, Ok).
e A est une base de E si A est une famille libre et génératrice de E.
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Q Les familles A= ((1,1),(1,2),(2,3)) et B= ((1,2,3),(1,1,1))
sont-elles libres ?

@ Soit (n, p) € (N*)2. Donnez une base des espaces vectoriels
suivants :
o R
o Mpp(K),
o Ry[x]
o R[x]
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Base

Théoreme

Soit E un K-espace vectoriel et B = (xy,X2,---,Xn) une famille de
vecteurs de E.

B est une base de E
<—Vxe E,E”()q,)\g,"' ,)\n) € Kn;X:)\1X1 + AoXo + - -+ + ApXp.

Les )\; sont les composantes ou coordonnées de x relativement a la
base 5.
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Libre - Liée

Soit E un K e.v. Soit x, y, X1, X2, - - - , X des vecteurs de E.
Q (x,y)liée = INe K;x=M\y ou y=\x.
Cette propriété est le plus souvent utilisée sous la forme :
x et y ni nuls ni colinéaires = (x, y) libre.
Attention : non valable pour plus de 2 vecteurs.
Ex:u; =(1,0,0),u, =(1,1,0) et u3 = (0,1,0) sont 2 a 2 ni nuls
ni colinéaires, mais la famille (uy, U, u3) est liée.

(X1, X2, -+, Xp) liée < l'un des x; est combinaison linéaire des
autres.

Q (x) est libre <= x # O.

Q (x1,X2, -+ ,Xxn) liée = Vy € E,(x1, X2, -+ , Xn, ¥) €5t liée .

Q Sl existe i tel que x; = O alors (xy, X, - - , Xp) est liée.

Q (X1,%,--+ ,Xn) libre = Vi # j, Y\ € K, X; # AX;.

Q (x1,X2, -+, Xp) libre = toute sous-famille est libre.
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0 Dimension d’un espace vectoriel, rang d’une famille de vecteurs
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Dimension d’un espace vectoriel

Un espace vectoriel est de dimension finie s’il existe une famille A de

cardinal fini telle que E = Vect(A). Il est de dimension infinie dans le
cas contraire.

Les espaces vectoriels R”, Ry[x], Mup(R) et R[x] sont-ils de dimension
finie ?
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E.v de dimension finie - Base

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie.
@ Toute famille génératrice d’'un espace vectoriel E contient plus
d’éléments qu’une famille libre de E.
Q@ Soit (x4, X2, ..., Xp) une famille libre de E et x dans E.

Q Six € Vect(xy, X2, ..., Xp) alors
Vect(xy, Xz, ..., Xp, X) = Vect(xq, X, ..., Xpn).

@ Six ¢ Vect(xq, Xo, ..., Xp) alors (X1, Xz, ..., Xn, X) €st une famille libre
de E.

© Soit E non réduit au vecteur nul. De toute famille génératrice de
E, on peut extraire une base de E.

Soit F = Vect((1,1,0),(0,0,0),(2,2,0),(1,0,1), (2,3, —1)).
Donnez une base de F.
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E.v de dimension finie - Base

Théoreme-Définition

@ Tout espace vectoriel E, non réduit a {Og} et de dimension finie
admet une base.

© Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments. On
appelle dimension de E le nombre d’éléments d’une base de E.

Donnez la dimension de R”, de M;,(R) et de Ry[x].
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Théoréme de la base incompléte

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit L une famille libre de E.
Alors il existe une base B de E qui contient L.

Complétez la base de F obtenue a I'exemple 38 afin d’obtenir une base
de R3.
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Cardinal - Base - Dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
@ Si L est une famille libre de E alors Card (L) < n.

© Si G est une famille génératrice de E alors Card (G) > n.
© Si L est libre et si Card (L) = n alors L est une base de E.

Q Si G est génératrice et si Card (G) = n alors G est une base de E.

Montrez que les vecteurs (1,1,0), (0,0,1) et (1,—1,—2) forment une
base de RS.
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Définition

Soit (x1, X2, - - , Xp) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.

On appelle rang de la famille de vecteurs (x1, Xz, - -
de I'espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

Xpn) la dimension

Exemple
Quel est le rang de la famille

((1,1,0),(0,0,0),(2,2,0),(1,0,1),(2,3,
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Somme directe et bases

@ Soit F et Gdeux s.e.vde E avec (uy, Up, - - - , Ur) Une base de F et
(v, Vo, -+, Vs) une base de G. Alors
o F+G=Vect(uy,Up, -, Up, Vi, Vo, , Vs)
@ (U, U, ,Ur, Vi, Vo, -+, Vs)libre & FN G={0g}.
Q Si Ey,Ep,---Epsontpsev de EtqVie {1,2,---p},
(Ui, Uy, -+, ur) base de Ej, alors
E10E® - @By« V=(uj,u}, - ,ul, - U b, ul) libre.

Corollaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Q@ E=FoGs (uy,Up,--- ,Up, vy, -, Vs) €St Uune base de E.

I°)
Q E=(PE « Vestune base de E.

i=1
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Formules sur les dimensions

Théoreme

E,F,Eq,Ep,--- , Ep désignent des e.v de dimension finie.
@ Si Festuns.e.v de E, alors dim(F) < dim(E).

© SiFestuns.e.v de E et sidim(F) = dim(E) alors E = F.
Q dim(E; x E) = dim(E;) + dim(E»).

Q dim(E; @ Ep) = dim(E;) + dim(Ey).
Par récurrence immédiate,
dm(Eio E; @ "'@Ep) = '?:1 dim(E;).

Q Si E; N E, # {0g} alors
dlm(E1 T E2) = dlm(E1) T dlm(Eg) = dlm(E1 N E2)

B EinEy,={0g}
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